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1. Ivadas

Straipsnyje nagringjama gyviino imuninés sistemos (limfocity) reakcija i svetima audini
(augl). Siam atvejui modeli sudaré Reinjo ir De Lize 1977 metais [1], detaliau aprasé
Svanas [2]. Jo detaly i3déstyma galima rasti [3].

Modelyje naudojami penki kintamieji:

L — laisvi limfocitai ant auglio paviriaus, A — auglio lastelés jo viduje ir ant pavir-
Siaus, A, — auglio lastelés ant pavirSiaus, A, - auglio lastelés ant jo pavirSiaus, kurios
néra suristos limfocitais A — auglio lastelés jo viduje ir ant pavirSiaus, kurios néra su-
rittos limfocitais. Laikoma, kad auglys bet kuriuo laiko momentu yra rutulio formos.
Nepriklausomais kintamaisiais pasirenkami L ir A. Kiti trys As, A, ir A iSreiSkiami per
nepriklausomus kintamuosius. Tam uZraSomos trys lygtys. Auglio lasteliy balanso lygtis:

A=A+ A, - A, (1

Daroma prielaida, kad auglio lasteliy kiekis ant jo pavirSiaus yra proporcingas pavirSiaus
plotui O, o jo viduje — proporcingas tiiriui. Tada

A, = ki A3, ¥))

Dar viena natirali prielaida, kad tarp surity auglio lasteliy skaiiaus A, — A, ir laisvu
auglio lasteliy skaiCiaus i§laikomas santykis

A, — A, = kA, L. 3)
Auglio lasteliy populiacijos augimo greitis nusakomas lygtimi
A=A~ ayA,L. @)

Pirmasis (4) lygties deSinés pusés narys apra$o auglio, neveikiamo limfocity, augima.
Antrasis narys nusako laisvy limfocity saveika su auglio lastelemis, esaniomis jo pavir-
Siuje.

Limfocity augimo greitis nusakomas lygtimi:

b= ML+ —cfA,L (1 - i) . )
Ly



652 A. Kavaliauskas

Narys of A(1 — L_L,;) atspindi limfocity stimuliacijos lygi (tenkantj vienam limfocitui).
I3 lygties matyti, kad stimuliacija didéja tiesiskai palyginus su A, augimu ir egzistuoja
maksimalus leukocity skai€ius Lz, kur pasiekus stimuliacijos lygis tampa lygus nuliui.
I3reiske sistema (4), (5) naujais kintamaisiais ¢ = K;L, J = K3 A, gauname

& =-\z+azy?3 (1- %) /(1 + z), ©
¥ = Ay — a2zy??/(1 + z),

kur ¢, A1, A2, a1, g teigiami parametrai. Jy iSrai$kas &ia praleisime.

2. Modelio apibendrinimas

Panagrinékime tuos atvejus, kai auglio forma néra rutulys. Pasirodo, kad (2) i¥rai$ka tinka
ir bendresnés auglio formoms. Nesunkiai irodoma, kad jeigu auglys yra statiakampio:
gretasienio, ritinio ar kiigio formos ir jo figiira kinta, likdama pana$i pradinei (pavyz-
dZiui, visos kraStinés aukstinés ir spinduliai didéja proporcingai laikui ), tai lieka galioti
iSraiska (2). ,

Dabar nagrinésime ta atveji, kada auglys dauginasi ne visomis kryptimis vienodai.
PavyzdZiui, jis yra kraujagysléje ar Zarnoje, jo forma panasi { ritinio, o pagrindiné yra
aukstinés dauginimosi kryptis.

Toliau Siame straipsnyje nagrinésime ritinio formos auglj su spinduliu r ir aukstine h.
Tegul galioja:

r=kh™. @)
Tada vietoje lygties (2), turésime

A, = B2rrh, A=nrih,
arba

A, = 28mkh™* A = ynk2p?mH,
Eliminavus h turime

Ay =k AToFT, (8)
Reikia pastebéti, kad (2) yra atskiras (8) atvejis, gaunamas, kai m = 1. Jeigu auglio dau-
ginimasis yra apribotas cilindriniu pavir§iumi su pastoviu r (pvz., Zarnoje, kraujagysléje),
tai As = k; A. Tai irgi yra atskiras (8) atvejis, kai m = 0.

Taip pat apibendrinsime (6) sistemos antraja lygti. Tegul, kai néra limfocity, auglio

lasteliy dauginimosi greitis proporcingas auglio lasteliy k-tajam laipsniui, t.y.

y= )‘Zyk’ (k > O)



Imuninés sistemos tyrimas kokybiniais metodais 653

$is skaitius k priklauso nuo auglio dauginimosi salygu palankumo, taip pat nuo chemo-
terapijos ar §vitinimo poveikio.
Todél nagrinésime sistema:

{ i =-Mz+oazy (1 —z/c)/(1+x), )

¥ = doy* — azzy™/(1+z),

m+1

H — m+l
Slan = T

3. Stacionariuju reikSmiy kiekio nustatymas
Pazymeékime sistemos (9) deSiniasias puses 2 f(z, y) ir y'g(z,y), ty.

flz,y) = M + g (1 —z/c)/(1 + z), (10
9(z,y) = doy* ™ —aaz/(1+ ). (11)

Greta tasko (0, 0), stacionarios reik¥més dar yra ir sistemos f(z,y) = 0, g(z,y) =0
sprendiniai. Panagrinékime 3ia sistema. Eliminave i§ jos kintamaji y, gauname

zhe—x)Fm _ ATTTARkT
(1 + :l:)k ak—nag

(12)

Pazymekime kairiaja (12) lygties dali ¢(z). Funkcija o(x) taske T. = g, turi
maksimuma (tegul z. € (0,¢))). Sios sistemos stacionariyjy reik¥miy bus tiek, kiek
Sakny turi lygtis

Ak=n)pck—n

p(z) = pr—— 13)
)\‘1‘ oy
Tegul
A mApck
A= W - o(z4). (14)
1 2

Tada (12) lygtis neturi $aknuy, jeigu A > 0. Turi lygiai viena 3akni, jeigu A = 0, arba dvi
$aknis, jeigu A < 0.

4. Stacionariyju reikSmiy analizé

L. Tarkime, A > 0 ir iSnagrinékime atveji, kai k = 1. Linerizuota (9) sistema staciona-
raus ta¥ko (0, 0) aplinkoje charakteristinés lygties 3aknys yra A, < 0 ir Az > 0. Todeél
koordinatiy pradZia yra balno tipo stacionarusis taskas. Taigi, esant bet kokiom pradiném
salygom turime neapibréZta auglio lasteliy didéjima.
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IL Jeigu A = 0, sistema (9) turi vienintelj netrivialy stacionary ta¥ka (Zx,Ys), kur
z, = c(m + 1)/[m(c + 2) + 1]. Sios sistemos linerizacijos matrica

W= [IF;., :rf;,]
v'g: v gy

(z4,y4)

Laisvasis charakteristinés lygties narys yra:
det W(zs, yu) = 29" (f2.9y = 92 [z 92)-

(15)
Kadangi atvejis A = 0 galimas tik tada, kai kreivés f(z,y) = 0ir g(z,y) — 0 lietiasi
tagke (T, Yu ), tai

df(z,y) = frdz+ frdy=0 iry =—f./f),

(16)
dg(r,y) =g dz +g,dy=0 iry = —g,/g,. (17)
Taske (., y.) liestinés krypties koeficientai (16) ir (17) sutampa ir
! gl
- == arba detW(z,,y,)=0.
Yy gy

Todél bent viena stacionari reik§me lygi nuliuiir (z., y.) yra sudétinis stacionarus taskas,
kurio kokybinei priklausomybei nustatyti reikia tirti netiesinius narius.

IIT. Tegu A < 0. I3nagrinékime atveji, kai k = 1, n = s2£L. Sistemos (9) charakte-
ristiné lygtis stacionariuose taskuose Py (z1, y1) ir P2(z2, y2) bus:

Ao —tr Wiz, yi)A + det W(x;,y;) = 0.

(18)
Apskaitiuojame
A T
Qi Tyt
I"V.@,’,' = 2
det W(zi, y:) c(2m + 1)z(1 + z)?
(zi,u:)
_ oy et

= Emt )0 b “[e(m+ 1) = (em +2m + 1)z] o) (19)

Turime det Wy (1, 1) > 0, o det Wa(z2,y2) < 0. Todél stacionarus taskas P (z2, y2)
visada yra balno taSkas. Dabar taske P; apskaiiuojame

_ )\1(C+ 1)-73 Aam
trW(zy,y) = (_(c —r)(1+z) + 2m + 1)

. (20)
r=x;
Funkcija (20) yra monotoniskai mazéjanti, kai z, € (o, ¢). Kai z; = 0, tai i% (20) seka,

jog tr W(xy,y1) > 0. Priklausomai nuo grei¢io maZéjimo galimi trys variantai: a) kai
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tr W(z1,v1) > 0, tai Py yra nestabilus mazgas arba Zidinys; b) kai tr W(zx1,11) =0, tu-
rime centro taska. Tai yra negrubus stacionarus ta¥kas ir todél reikalauja tolesnio tyrimo;
c) jeigu tr W(z1, 1) < 0, tai turime stabily mazga arba Zidini.

Remiantis $iais rezultatais, gautos idreik§tinés stacionarios reik§més ir istirta ju koky-
bine priklausomybeé visai eilei atskiry atveju.
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Analysis of a immunity system using qualitative methods

A. Kavaliauskas

The article deals with analysis of reciprocity model of cancer cells and lymphocites, when
cancer cells are restricted by cylindrical surfaces. The growth of cells is possible in the direction of
radius and altitude in different speeds.

The qualitative analysis of stationary values of this model is done.



