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Spudaus skyscCio tekéjimo iSorinéje srityje lygéiu
aproksimacijos problemos
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el. pastas: terese.brazauskaite @vpu.lt

1. UZdavinio formulavimas

Siame darbe nagrinéjamas klampaus spudaus skys¢io tekéjimo iSorinéje srityje lineari-
zuoto uZdavinio aproksimacijos klausimas.

Tarkime, kad nagrinéjama sritis @ C R3 turi tolydy kontiirg, o koordinadiy pradZios
taSkas nepriklauso nagrinéjamai sriciai (1 pav.).

Nagrinéjamas linearizuotas uZdavinys turi toki pavidala:

AV — (g + p2)Vdivv+ Vo —-oV®=F, z€Q,
div (pov) = —div(ow), z€Q,

v=0, z€6Q,

v(r) =0, o(z)—0, |z|— o0,

(1.1)

kur g3 > 0, po > —§ u1, ® — potencialas, kuris gali biti ,didelis*, F, ¢ ir w — Zinomi
dydziai, 0 ¢ ir v - sistemos neZinomieji. Linearizuotai sistemai pritaikytas dekompozici-
Jos metodas, apradytas [2]. Dekompozicija taikoma greitio atZvilgiu: v = Vg + u. Po
dekompozicijos (1.1) sistema suskyla | trijy paprastesniy uZdaviniy visuma. Linearizuo-
tos sistemos (1.1) sprendinys (o, v) randamas apibrézus tiesinj atvaizdi £: T — o:

i) Zinomam dydZiui 7 sprendZiamas Noimano tipo uzdavinys

1 pav. Sritis €.

*Darbas atliktas remiant Lietuvos valstybiniam mokslo ir studijy fondui, sutartis T-576
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App = —div(tw), T €,
6_<p= , T €oaN, (1.2)
on
@(x) =0, |z|] — oo,
kur A,y = div (po(z)V), po = p. exp ®. Issprende 3i uzdavini, surandame .
ii) sprendZiame Stokso tipo sistema:
—p1Au — (p1 + p2)Vdivu+ pV(II/po) =G, z€Q,
div(pou) =0, z€Q,

u=-Vp, zedQ,
u(z) » 0, I(z) -0, |z|— oo,

(1.3)

kur
G = F + (2u1 + p2)V(pg 2V powT) — (2111 + 112)V (05 Voo Vo)
—(2p1 + p2)py ' Vo div % +(2u1 + #2)V%~

I3 (1.3) surandame(u, IT).
iii) o randame i$ transporto lygties:

{a+(2u1+u2)div(%) =1, z€,

o(x) =0, |z|— oo.

(1.4)

Linearizuotos sistemos (1.1) sprendinys (v, o) randamas kaip (v = u + Vy, o), kur
o — operatoriaus £ nejudamas ta¥kas: ¢ randamas i¥ (1.2) lygties, kur 7 = o, (u,IT) — i§
(1.3) lygties, kur 7 = 0.

Siame darbe pateiksime formaly (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) uZdaviniy aproksimacijos
modeli, kuris galéty biti realizuotas modeliuojant spidaus klampaus skys¢io tekéjima
skaitiniais metodais.

Pirmasis uZdavinys, kuris kyla nagrinéjant uZdavinius iSorinéje srityje, tai — begaliniy
sri¢iy keitimas baigtinémis sritimis.

2. Srities 2 aproksimavimas

Norédami begaling sriti  pakeisti baigtine sritimi, konstruosime rutuliy seka {GRr}, kur
R — oo, R > 1. Qr = Ggr N S - sritis, kurioje spresime aproksimuota uZdavini. Kai
R - oo, tai Qp — 2. Kadangi uZzdavinys begalybéje keiCiamas uZdaviniu baigtinéje sri-
tyje, tai, suprantama, kad turime suformuluoti ir papildomas krastines salygas ant krasto
OG g, pakeisiantias salygas, suformuluotas begalybei. Norédami ivertinti tokios aproksi-
macijos paklaida, sprendinio ieSkosime remdamiesi (3, 4] darbuose pateiktomis idéjomis.
Tegul aproksimuoto uZdavinio sprendinj sudaro dvi komponentés (sprendinys turi asimp-
totine irai$ka), kuriy viena yra atitinkamai suformuluoto vidinio uZdavinio srityje G, o
antroji — iSorinio uZdavinio srityje §2 sprendinys. Sprendini uZraysime 3 skyrelyje, o da-
bar pateiksime nagrinéjamas sritis.
2 pav. pavaizduota sritis G, kurioje bus nagrinéjamas vidinis uzdavinys.
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3 pav. Sritis Qg.

Jei¢e G,oR>1,tai=€R, x € Gp.

3 pav. pavaizduosime sriti {2g, kurioje nagrinéjamas aproksimuotas uZdavinys. I§si-
aisking begalinés srities 2 aproksimacijos klausima, pereikime prie pagalbiniy uZdaviniy

aproksimacijos.

3. Formali pagalbiniy uzdaviniy aproksimacija

Kaip jau esame minejg, Siame darbe detaliau suformuluosime (1.1) uZdavinio pagalbiniy

uzdaviniy aproksimacijas.

Pirmiausia, panagrinékime Noimano tipo uZdavinio (1.2) aproksimacija srityje 2g:

—AppR =T, €O,

R
3L=o, T € o9,
on

of =0, z€dGp.

Aproksimacijos uzdavinio sprendinio ieSkosime asimptotine iSraiska:

e o]

o o+ 3 R +ul),

k=1

kur go = 52 + O(|z[~2*9)) yra tikslus (1.2) uZdavinio sprendinys ([1])-
Istate o 1 (3.2), turime:

vo+ R1®, (%) = R-! (2% + @1(5)) +O(R™?), kai R— oo,

3.1

(3.2)
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0§ (3.1) tretiosios lygties randame ®1(§) = —5%, £ € 9G.
®,(¢) yra vidinio uZdavinio

B1(6) = -2, £€d0, 33)

{ —Apoél(s) = 01 € € G’
rg’

sprendinys.
Nustatysime ¢; (z). Nulio aplinkoje skleisime funkcija ®1(€) Teiloro eilute:

®1(€) = 81(0) + O(|¢])- (3.4)

Kadangi ant srities §2 kra3to €2 turime Noimano tipo kraSting salyga, tai randame:

Ak o
—gn— o E{(% + R71(9,(¢) + ‘Pl(x))) |an'

Istate (3.4) i paskutiniaja lygybe, turime:

9pF 0 (. _ _

e — 0+ 5 (R (@1(0) + v1(@)lon) ) + O(R™?). (3.5)
. BpR . .. . P

Kadangi —of% turi tenkinti (3.1) antraja lygti, tai i (3.5) gauname

17} ad
’5;%(13) = —'a—n‘bl(o), z € 0N

Taigi, 1 (z) yra iorinio uZdavinio

_Apo‘pl(x) = 0’ TE Q»
&pl(a:) — _6<I>1(0)
on on '

T €09,

sprendinys ir ¢1(z) ~ O(|z| 1), |z| — oc.
Tuomet formaliai:

|oR(@) - ¢(2)] = [R(21(6) + 91(2)) + O(RD)], =€ Q.

Vadinasi, |¢®(z) — ¢(z)| = O(R™!), kai R — 0o, € 2.
Pereikime prie Stokso tipo uZdavinio aproksimacijos:

~1AuF (i + )V dive® + po V(I /o) = G, = € O,

div (pouf?) =0, =z € Qg,

uR = -Vp, €09, (36
uR =0, r1€dGg.
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Sio uzdavinio sprendinio ie§kome pavidalu:

R+ 3 R7* (U ) +u (m)), 37
w = g "(R) k
IR~ 1, + k; Rk (}—{Pk (%) + pk(x)), (3.8)

kur (ug, ITg) — tikslus (1.3) uZdavinio sprendinys srityje 2 ([1]):
uo = U(8) + O(|z|~17¢), Mo = () +O(|z|~%7°).
Remdamiesi analogiskais samprotavimais kaip ir Noimano tipo uZdaviniui, gauname, kad
Ui(§) = -u(6), €¢€0G,
ir U1 (&) yra vidinio uZdavinio
—mAUL(§) — (p1 + p2)VdivUL(€) + po V(P /po) = G, £ €G,
{ div (polU1()) =0, €€G,
ui(§) = —U(f), £€oG
sprendinys. u; (z) yra iorinio Stokso tipo uZdavinio

div (poui(z)) =0, z€Q,

{ —puAuy () — (g1 + p2)Vdivui(z) + poV(pi(z)/0) = G, z€Q,
w(z) = ~U;(0), =€ o0

sprendinys. Parasysime formaly aproksimacijos paklaidos ivertj:
[uR(z) - u(z)| = [R-I(U1 (1—’;) + ul(:l:)) + 0(R‘2)|, z€Qp.

Taigi, formaliai |uf — u| = O(R™1),z € Q.
Analogiskai galime aproksimuoti ir transporto uZzdavini (1.4).
Srityje Qr aproksimuojame transporto uZdavini:

ofw

o+ (2u1 + p2) di
(2p1 + p2) IV( p
w-n=0, ze€oN.

) = HR, x € QR, (39)

Tegul Sio uZdavinio sprendinio i$raiska:

R ~ 00+ ;R_k (%gk(%) + Uk(z))'
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I§ [5] Zinome, kad funkcijos o ir II turi tas paias sferines komponentes. Todél formaliai
o ieSkosime pavidalu:

Tt R-k(lP 2 + o )). (3.10)
0 ; R"(R) kAT

Statome (3.10) ir (3.8) i (3.9):
Rt @)+ ) an (1ot (371 (5) #0@)) | ) = R

Tuomet o ir G (§) nustatome taip:

o1(x) + (2p1 + p2) div (gip:)ﬂ) =pi(z), €,
G1(€) = P1(§) = -7 ().

Formaliai jvertinkime skirtuma:
R 11 -2
loR — o] = |R (ﬁgl(g) +a1(x)) +O(R )|, z € Qn.

Turime, kad formali aproksimacijos paklaida transporto uZdaviniui yra o’ - o] =
O(R~1). Taigi, visu trijy pagalbiniy uZdaviniy aproksimacijos paklaida yra O(R™Y)
eileés.

4. Formali linearizuotos sistemos aproksimacija

Kai jau esame i3sprende visus tris pagalbinius uZdavinius, pagal dekompozicijos metodo
apibrézima, remdamiesi tiesiniu atvaizdziu £: 7 — 0¥, galime sukonstruoti formaly
linearizuotos sistemos sprendini, (v®, oF) ir formaliai jvertinti tokios aproksimacijos pa-
klaida.

Glaustai pateiksime aproksimuoto linearizuoto uZdavinio sprendinio paie$kos algo-
ritma:

i) pasirenkame 7¢t,

ii) sprendZiame Noimano tipo uZdavini ir nustatome of,

iii) sprendZiame Stokso tipo uZdavini ir suZinome (uf, 1§,

iv) i§ transporto lygties randame o

Tuomet, tare, kad 7% = of, vél kartojame ii)-iv) Zingsnius, nustatome oftirtt. I3
[1] Zinome, kad £ - sutraukiantis atvaizdis specialiose svorinése erdvése su atitinkamai
apibrezta norma || - ||. Tuomet &, kuris turi (3.10) i8raiska, yra operatoriaus £ nejudamas
ta¥kas, t.y., o ir atitinkami u®, ©® bus linearizuoto uZdavinio sprendinys (v®, o®), kur
v = uR + VR, Todél procesa galima testi tol, kol pasiekiame norima tiksluma.
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Vadinasi, kiekvienoje srityje 2r gauname seka:

R R Lo

Pereikime prie prie algoritmo paklaidos jvergio.

Jau Zinome, kad Noimano tipo, Stokso tipo ir transporto lygties aproksimacijos uZda-
vinius galime i§spresti darydami O(R™!) eilés paklaida.

Formaliai jvertinsime linearizuoto uZdavinio sprendinio paklaida |v—v®||+|lc—c®||.

Kiekvienam € > 0 egzistuoja toks n(¢) € N, kad

lo = o®ll < flv = vall + llvn = vl + lof = v7|| < 26+ [lon — vF|
< 2€+|un_uf|+|v¢n_V¢§|+|0‘n_0’f|,

kur {v, } — teori¥kai gaunamy sprendiniy seka srityje £ ([1]), o {vF} - formaliy aprok-
simacijy seka srityje Qr. vn = Vion + tn, 0 vF = VR 4 4B,
Naudodami formalius pagalbiniy uZdaviniy jverius, gauname

llv —v®|l < 2 + O(R™Y).
Todél pakankamai maZiems e:

v —vR|| ~ O(R™Y).

Literatira

[1] T. Leonavitiene, K. Pileckas, Asymptotic behaviour at infinity of exterior three-dimensional steady comp-
ressible flow. Journal of Mathematical Fluid Mechanics, (2002) (to appear).

[2] A. Matsumura and T. Nishida, Initial boundary value problems for equations of motion of compressible
viscous and heat-conductive fluids, Comm. Math. Phys., 89, 445-464 (1983).

[3] S.A. Nazarov and M. Specovius-Neugebauer, Approximation of exterior problems. Optimal conditions for
the Laplacian, Analysis, 16, 305-324 (1996).

[4] S.A. Nazarov and M. Specovius-Neugebauer, Approximation of exterior boundary value problems for the
Stokes system, Asymptotic Anal., 14, 233-255 (1997).

[5] S.A. Nazarov, A. Sequeira and J.H. Videman, Asymptotic behaviour at infinity of three-dimensional steady
viscoelastic flows, Pacific J. of Math. (2002) (to appear).

The approximation problems of solutions of the compressible fluid
flow in an exterior domain

T. Leonavidiené

The approximation of solutions of the three-dimensional steady compressible flow (linearized
problem) in an exterior domain is studied. The formal error estimates are obtained.



