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Santrauka. Trikampiy masyvy klasés skaiciai, apibréziami pirmosios eilés tiesine dviejy
kintamuyjy skirtumine lygtimi su tiesiniais koeficientais, apima platy kombinatoriniy skaiciy
Seimy spektra: binominius koeficientus, Morgano skaic¢ius, Stirlingo pirmosios ir antrosios
rusiy skaicius, necentrinius Stirlingo skaicius, Eulerio skaicius, Laho skaicius, ir jy apibend-
rinimus. Darbe yra iSvedama trikampiy masyvy klasés skaiciy bendroji analiziné israiska,
bei siulomos problemos (kaip lavinanéios atitinkama jrodymuy technika ir matematinj apa-
rata, taip ir dar neiSsprestos) studijuojantiems matematikos ir informatikos krypéiy studijy
programose esancius tikimybiy teorijos ir analizinés kombinatorikos dalykus bakalaurams.
Kai kurie dar neiSspresti uzdaviniai gali buti panaudoti ir kaip baigiamyju darby pagrindai.

Raktiniai ZodZiai: kombinatoriniai skai¢iai; ribinés teoremos; asimptotinis normalumas

AMS: 05A15, 60F05, 39A14

1 Ivadas
Nagrinésime skaicius a,, 1, susijusius su trikampiy masyvy klase. Sie skai¢iai tenkina
tiesine dviejy kintamujy skirtumine lygti su tiesiniais koeficientais.

1 apibrézimas. Skaiciai a, ; yra generuoti nenulinés realios matricos ¥,

o Y Y2 Vs ’ (1)
a1 P2 a3
jei tenkina pirmos eilés tiesine skirtumine lygti
Ak = (Y110 + Y12k +Y13)an_1 k-1 + (V2,10 +1Pa ok + P2 3)an 1k, (2)
su ago = 1ir a, =0, kai min(n — k,n, k) <O0.
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Trikampiy masyvy klasés skaiciy problemos 17

Si klasé apima tokius kombinatorinius skai¢ius kaip binominiai koeficientai, Mor-
gano skaiciai, Stirlingo pirmosios ir antrosios rusiy skaiciai, necentriniai Stirlingo skai-
Ciai, Eulerio skaiéiai, Laho skaiéiai, bei ju apibendrinimai (Zr. [2, 4]).

Darbuose [1, 2, 3] yra nagrinéjamos a, j skaifiy analizinés iSraiSkos bei ribinés
teoremos, nurodomas konvergavimo } ribinj désnj greitis. Tokio tipo problemy spren-
dimas yra naudingas studijuojantiems matematikos ir informatikos krypciu studijy
programose esancius tikimybiy teorijos ir analizinés kombinatorikos dalykus baka-
laurams, nes padéty studentams jvaldyti atitinkama jrodymy technika ir matematinj
aparata. Kai kurie neiSspresti uzdaviniai (pvz., 4 ir 5 uzdaviniai) gali buti pasiulyti
kaip baigiamieji darbai.

Didzioji pasiulyty problemu dalis yra susije su skaiciais, generuotais matricos

(3 0) g

Pagal 1 apibrézima, Sie skaiciai (zr. 1 lentele) tenkina skirtumine lygti,
Qe = NAp—1,k—1 + kan_1 1, (4)
su krastinémis salygomis a,, , =n!, kain > 0 ir a, o =0, kai n > 0.

1 lentelé. Skai¢iai ay,k (2), generuoti matricos ¥y.

b 0 1 2 3 4 5
n

0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
2 0 1 2 0 0 0
3 0 1 7 6 0 0
4 0 1 18 46 24 0
5 0 1 41 228 326 120

2 Kombinatoriniy skai¢iy a, , analiziné iSraiSka

2.1 Transformacijy metodas

Metodo idéja yra iSreiksti a,, ;. per kita kombinatoriniy skaiciy klase: apibendrintuo-
sius Laho skaiCius L, j [7], tenkinancius skirtumine lygtj

Ln,k = Ln—l,k’—l + Nn,k’Ln—l,kv (5)

su krastinémis salygomis L, , = 1, kain > 0, ir L, o = H?Zl i, kai n > 1.
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1 teorema. Jei
k
Gk = [[(Wra(n =G+ 1) +ralk =+ 1) + 1 3),
j=1
(6)

Pran—jg)+iek—7+1)+ i3
Pk = (Ya1m + a2k + 12 3) ku(n TH D+ tnalh— L)+ s

tai kombinatoriniy skaiciy ay y, i$raiskos (2), (7) ir (8) yra ekvivalencios

Gn, k. = fn,kLn,k7 (7)
k jl jn—kfl
ok =Enk D Mjrdn—kin D Minkn—h—1gs - D M ptlin s
j1=0 j2=0 Jn—k=0

Jn—k—1 n—k

—gnk Z Z Z HMJ,«Hl k—r+1,5.+ (8)

Jj1=0j2=0 Jn—k=0r=1
Irodymas. Pastebéje (zr. (6)), kad
Ene = (V111 + Y1 2k + 1.3)6n—1 k-1,
Enkbink = (P21 + ook 4+ 1V23)En 1.k,
gauname (7r. (2) ir (5))
Enklng = (V110 + Y12k + ¥13) En—1 k—1Ln—1k—1
=an_1,5-1

+ (Vo1 + Y20k +123) En1 kLn—1.k = An -
—_——

Gn 1,k

Toliau, i$ (5) iSplaukia, kad

k
Lyx = E Pn—jk—j Ln—j—1k—j-
=0

Taigi,
n—k J1 Jk—1
Lok = > Mivthgs D Risth—1ga - D, Hjst 1

Jj1=0 J2=0 Jr=0

ir galiausiai
k J1 Jn—k—1

Ly = E Hij1+n—k,j1 g Hjo+n—k—1,52 - - - E 41,50k

J1=0 J2=0 Jn—k=0

kas kartu su (7) duoda mums teoremos teiginj. 0O
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1 pastaba. Rezultatas (7) gali buti apibendrintas. Jei skaiciai b, j, tenkina skirtumine
. . k

lygtibnk = pnkbn—1k—1+Tnkbn—1k, tal by x = &n kLo U &n e = [Tj21 Pr—jt1,6—j41

ir Hn,k = Tn,kfnfl,k/gn,h

1 iSvada. Jei skaiciai a,, i yra generuoti matricos ¥y, tai
Jn—k-1 n—k T—l—l 1
SR 3D M Dl | { (L= ©)
J1=1j2=1 Jn—r=1r=1

Irodymas. I$vada tiesiogiai iSplaukia i§ Teoremos 1, jei pastebésime kad
n! k(n —k)

f g = ——". O

fn,k - ma s n

Skaic¢iy ay, i, generuoty matricos ¥y, iSraisky pavyzdziai yra pateikti 2 lenteléje.

2 lentelé. Skaiciy a, i, generuoty matricos Yo, israiskos. Hp.m yra m-osios

eilés apibendrintieji harmoniniai skai¢iai, Hy:m = 7:1 7™, n>0.

k Qn, k

0 0

1 1

2 —(n+2)

3 By 3n s 92+ ) (7 0+ 3)

4 2894n — 29(n+4)3" + 2(n? + 6n +10)2" — L (n® + 602 + Zn + 21)
n—2 nl((n? —3n)/2+ (2 — n)Hn:1 + H2; — Hp:2)
n—1 n'(n_Hnl)

n n!

2.2 Generuojancéiy funkcijy metodas

Skyriuje 2.1 iSvestos analizinés iSraiSkos (pl. (8) ir (9)) néra patogios kombinatoriniy
skaiCiy tyrimams ir skai¢iavimams. Alternatyvios formulés gali buti gautos, taikant
skai¢iy a, ; pusiau eksponentines generuojancias funkcijas,

) = 30D ans ot =3 Y st (10)

n=0 k=0 ' n=0 k=0

Pusiau eksponentiné generuojanti funkcija duoda mums pirmos eilés charakteristine
diferencialine lygtj (7r. 1 lentele C priede [2] ir 3 teorema [3]), tuo metu kai paprastoji
ir eksponentiné generuojancios funkcijos tenkina antros eilés daliniy iSvestiniy charak-
teristing diferencialine lygtj.

2 teorema. Skaiciy an, ., generuoty matricos ¥y, generuojanti funkcija tenkina pirmo-
sios eilés daliniy isvestiniy charakteristines diferencialines lygtis:

(l_xy)Fz_yFy:va F(O’y)zlv (11)
A¢ = (logn) Ay, AO,n) =1/n, A& n) = F(z,y)e’. (12)
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Irodymas. Lygti (11) tiesiogiai gauname is 2.1 teoremos [2]. Tiesiné nehomogeniné
daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis (11) gali buti suvesta i homogenine, taikant
keitini F(z,y) = A(§,n)e Y, E=ae Y, n=e"Y. O

2 i8vada. Jei Ey(x) ir li(x) yra eksponentinis ir logaritminis integralai,

El(x):/ e*ttfldt:/ et tdt, x>0,
T 1

li(x) = i, 0<x<1,
o logt

atitinkamai, ir skaiciai ay , yra generuoti matricos Wy, tai

e Y

i (li(e) + xe™Y)’

F(z,y) = exp (BEy ' (E1(y) —ze™¥) —y) =
v
Lt (li(n) + €)'

(13)
A(&,n) =

Irodymas. Pirmoji formulé iSplaukia i$ 1 iSvados [3]. Sprendziant (12) lygtj, gauna-
me (zr. 2.5.1.2 [8]) pagrindinj integrala = = £+1i(n). Issprendus tiesinés homogeninés
dviejy nepriklausomy kintamyjy pirmosios eilés daliniy isvestiniy diferencialinés lyg-
ties Kosi uzdavinj (12), gauname antraja formule. 0O

Zinomos funkcijos F(x,y) diferencijavimas taske (0,0) leidzia mums rasti skaiciy
an, i analizing iSraiska (pl. (10)),

1 anJrk

Ank = HWF(I’Q) (14)

(0,0)

2.3 UzZdaviniai studentams

1 uZdavinys. Tegu 1 2,121,122 # 0 ir skaiiai a,, j yra generuoti matricos

o :< 0 i 1/)1,3>
! Y1 Yoo P23)’

Parodykite, kad generuojanciy funkciju metodu gauta analiziné israiska (zr. 2.4 teo-
remq [2]),

]?_ | + k n
H]—l]i:/z;,;é)kwlﬁ) Z (—1)mCnm H(%z(k — ) + 215+ a3),

m=0 s=1

an k. =

yra ekvivalenti tranformaciju metodu gautai israiskai (8) (zr. 1 teorema).

2 uZdavinys. Tegu skaiciai ay_ ; yra generuoti matricos Wy. Raskite skaiciy analizine
iSraiska, diferencijuojant charakteristing funkcija F'(z,y) arba A(&,n) (Zr. (13) ir (14)).
Uzdavinys susiveda i funkciju, atvirkstiniy £ (z) arba li(z), aukstesniy eiliy iSvestiniy
skaiciavima (skleidima Teiloro eilute), kas savaime yra netriviali problema.
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3 Ribiniy teoremy a, ; skai¢iams problemos

3.1 Asimptotinis normalumas

Tegu {2, yra sveikaskaitis atsitiktinis dydis su tikimybémis, nusakomomis formule

P2, =k) = =t k=0,....n. (15)
— k=0 On .k
P:=Pn.k

2 apibréZimas. Skaiciai a, ; yra asimptotiskai normaliis su vidurkiu p,, ir dispersija

oh jei
> pog— O(2)
k<pin+zon

lim sup
n—oo T

=0, (16)

kur @(z) yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

3.2 Uzdaviniai studentams

3 uZdavinys. Taikant darbe [4] pademonstruota technika, parodykite, kad skaiciai,
generuoti matricos ¥y (Zr. 1 teorema ir 1 iSvada), yra asimptotiskai normalus su
vidurkiu p,, ir dispersija o2

n’

1-— 6E1(1) 2

1—eEi(1) —e2E2(1)
cEi(1) o~ (n+1)

o~ (041 PEE()

(17)

4 uZdavinys. Darbe [4] yra teigiama, kad kombinatoriniai skaiciai, susije su trikampiu
masyvy klase (t.y., visi, generuoti matricos ¥ (1)), yra asimptotiskai normalus (7r.
2.1 teorema ir 2.1 isvada [4]). Taciau darbe [2] buvo parodyta (zr. 4.3 teoremg [2]),
kad kai 91 212 3 > 0, tai skaiciai, generuoti matricy

0 ¢12 O . 0 0 o3
<0 0 ¢2,3> - <¢1,2 12 0 >’ (18)

yra asimptotiSkai puasoniniai. Nurodykite klaida (netiksluma) 2.1 teoremos is [4] jro-
dyme. Nurodykite kity kontrpavyzdziu, be paminéty 4.3 teoremoje i [2]. Atsakykite,
ar trikampiy masyvy kombinatoriniy skai¢iy ribiniai désniai gali buti tik gausiniai ir
puasoniniai?

5 uZdavinys. ISnagrinékite, naudojant darby [5, 6] technika, kombinatoriniy skaiciy
an K, generuoty matricos ¥y, dideliy nuokrypiy asimptotika, kai k = n —n®, 1/2 <
a < 1.
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SUMMARY

Problems for combinatorial numbers satisfying a class of triangular arrays

1. Belovas

Numbers satisfying a class of triangular arrays, defined by a bivariate first-order linear difference
equation with linear coefficients, include a wide range of combinatorial numbers: binomial coeffi-
cients, Morgan numbers, Stirling numbers of the first and the second types, non-central Stirling
numbers, Eulerian numbers, Lah numbers, and their generalizations. In this work, we derive the ge-
neral analytic expression of the numbers satisfying a class of triangular arrays and propose problems
(both teaching and unsolved ones) for undergraduates studying probability theory and analytical
combinatorics subjects in the study programs of the fields of mathematics and computer science.
Some of the unsolved challenges can also be used as the basis for a thesis.

Keywords: combinatorial numbers; limit theorems; asymptotic normality
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