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Santrauka. Nustatytos bendrosios salygos, uZtikrinandios diskreciyjy arba netolydziy loka-
liyjy martingaly statistiniy eksperimenty, apimanciy visy tipy taskiniy procesy modelius,
tolyguji lokalyjj asimptotinj normaluma. Bendrosiose salygose naudojamas parametry Fresé
diferencijuojamumas pagal tikimybe normuotose erdvése tolydaus kompensatoriaus atzvil-
giu.

Raktiniai Zodziai: diskretusis arba netolydus lokalusis martingalas; lokalusis asimptotinis normalu-
mas; kompensatorius; Fresé diferencijuojamumas

AMS: 46N30, 60G55, 62E20, 62F12

Ivadas

Idéja apie tikimybiniy maty Seimy aproksimavima Gauso skirstiniu lokaliai asimpto-
tine prasme pirmasis iSsaké A. Valdas [21]. Toliau Sia idéja plétojo L. Le Kamas [19],
ivedes lokalaus asimptotinio normalumo (LAN) apibrézima. Nepriklausomy vienodai
pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy LAN salygas gavo J. Hajekas [3, 4]. Kai atsitik-
tiniai dydziai yra nepriklausomi ir nevienodai pasiskirste, LAN salygas suformulavo
I.A. Ibragimovas ir R.Z. Chasminskis [5]. Nehomogeninio Puasono proceso ir Puasono
tipo procesy atvejais LAN salygas suformulavo J.A. Kutojancas [14, 15].

LAN yra viena i$ keturiy pagrindiniy salygy, lemianciy asimptotiskai optima-
lias maksimalaus tikétinumo ir Bajeso jverciy savybes, aprasytas I.A. Ibragimovo ir
R.Z. Chasminskio monografijoje [6]. Tiriant konkrec¢iy statistiniy modeliy parametry
asimptotines jverc¢iy savybes kartu yra nustatomos konkrecios salygos, uztikrinancios
modelio LAN. Tokiu principu J.A. Kutojancas nagrinéjo difuzinio tipo procesus [15],
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Diskreciyjy martingaly normalumas 31

Puasono tipo procesus [16], nehomogeninius Puasono procesus [15], Gauso procesus
[13, 15], J.N. Linkovas — semimartingalus [18], difuzinio tipo procesus [18], skai¢iuo-
janéius procesus [17, 18], atstatymo procesus ir kt. [18], V. KaniSauskas — daugia-
variancius taskinius procesus [11] ir procesy klase, kurios lokalaus tankio procesas
isSreiskiamas per stochasting eksponente nuo sumos dviejy stochastiniy integraly, vie-
nas i$ kuriy apibréztas pagal daugiamatj tolydy lokalyji martingala, o kitas — pagal
kompensuota taskinj mata [12]. Siame modelyje panaikine tolydy lokalyji martingala
gausime modelj, kuriame lokalaus tankio procesas iSreiskiamas per stochastine ekspo-
nente nuo diskretaus martingalo — stochastinio integralo pagal kompensuota taskinj
mata. Tas modelis kaip tik ir bus nagrinéjamas Siame straipsnyje. Skirtingai nuo visy
¢ia minéty modeliy, kuriuose gautos LAN salygos, straipsnyje bus naudojamos kito-
kios reguliarumo salygos, tiksliau, bus naudojamas atsitiktiniy parametriniy funkcijy
Freseé diferencijavimas pagal tikimybe normuotoje erdvéje, kur norma apibréziama
kaip stochastinis integralas pagal kompensatoriy. Tokio tipo diferencijavima naudojo
A.F. Taraskinas [20], ir jis tam tikra prasme yra silpnesnis uz parametrinés funkcijos
diferencijavima erdvéje C9(O), ivesta J.N. Linkovo [17, 18] ir naudota kity autoriy
[11], arba diferencijavima su tikimybe 1, naudota J.A. Kutojanco [14, 15, 16].

Kadangi, norint gauti LAN israiska, tikétinumo santykio pertvarkymai atliekami
naudojant konvergavima pagal tikimybe, todél Siame straipsnyje taikomas parametry
Frese diferencijavimas pagal tikimybe normoje atzvilgiu kompensatoriaus yra tam tik-
ra prasme optimalus, nes apima silpnesnius apribojimus, lyginant su kitais paramet-
rinés atsitiktinés funkcijos diferencijavimais — t.y. su tikimybe 1 arba diferencijavimu
erdvéje CY(O).

1 Lokalaus tankio procesas

Straipsnyje bus naudojama terminologija, jprasta stochastinéje atsitiktiniy procesy
teorijoje [7, 9, 10].

Tarkime, kad duota stochastine bazé (Q, F,F,Py,0 € O) ir Luzino erdveé (E, ),
t.y. E — kompaktinés metrinés erdves boreliskas poaibis, o © yra atviras ir iskilas R”,
k > 1, poaibis. Macioje erdvéje (R4 x E, B(R4) ® &) apibréztas sveikaskaitis atsitik-
tinis matas p su (Pg, F)-kompensatoriumi v(6), tenkinanciu salyga v(6, {t}, E) = 0.

1 teorema. [8, 9, 10] Tarkime, kad tenkinamos sqlygos:
1) v(0,{t},E) =0 P,-b.v.,t € Ry;

2) egzistuoja neneigiamas numatomas procesas V(y,0) = V(y,0,w,t,x) > 0, apibréz-
tas aibéje Q x Ry x E toks, kad v(y,w,dt,dx) =V (y,0,w,t,z) v(0,w,dt, dx);

3) (1—/V(1,0))° % v(0); < o0 Py-bv., t € Ry,
Tada P} < P§, o lokalaus tankio proceso israiska

dPt
W =&((V(y,0) = 1) * (u—v(9)),)

= €xp { hlV(y, 0) * pe — (V(ya 0) - 1) * V(e)t}a

éia E(- ) — stochastiné eksponenté, o U x py = fo JpUw,s,z) p(w, ds,dx), Uxv(), =
fo JpU(w,s,z)v(0,w,ds, dx).

Zt(ya 9)

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 64:30-40, 2023


https://doi.org/10.15388/LMR.2023.33592

32 K. Kanisauskas

Pastebésime, kad 3) salyga ekvivalenti salygai:
3) v(0,w,[0,t], E) =1,(0,F) < oo Py-bv.,t € Ry.
2 Diferencijavimas

Atsitiktiniy funkciju diferencijavimas bus apibréztas pagal [1, 20].
Tarkime, kad procesas A € PN V. Ivesime normuoty integruojamy funkcijuy klase

12,(A) = {H : H € P,|[H|la € Auck; Gia |H|a, = (H? x A% - erdvés L2,,(A)
norma.

Jei U = (Uy,Us,...,Uy)" — vektoriné funkcija, tai uzrasas U € Li;(ck) reiskia, kad
U; € L2 visiems i = 1,2,..., k.

Tarkime, kad U(0) = (U:(0)) € P(F) ® B(O); ¢iat € Ry, § € © C R — atvira
aibé ir U(0) € L? (A) visiems 6 i§ tasko 6y € © aplinkos. Sakysime, kad atsitiktiné
funkcija U (0) diferencijuojama (Fresé prasme) pagal P-tikimybe erdvéje L7 (A) taske

0 = o, jei egzistuoja tokia funkcija U(6y) = (Ui(fy)) € L},.(A), vadinama U(6)
(Fresé) iSvestine taske 6, kad

P — lim H;(U(eo + h) — U(eo)) - U(eo)
Ay

h—0

¢ia P — lim zymi konvergavima pagal tikimybe.
Jei sarysis galioja kiekvienam taske 6y € O, tai sakysime, kad U(0), 0 € O,
diferencijuojama Fresé prasme pagal P-tikimybe erdvéje L%OC(A).

Analogiskai sakykime, kad funkcija U(0) = (Uy(0)) € P(F) @ B(0), § € © C R,
tolydi pagal P-tikimybe erdvéje L2 (A) taske 0 € O, jei

loc

P- ,11%|{U(9+h) ~U@®)],, =0, teR;.

Tarkime, kad f(z) — reali diferencijuojama funkcija atviroje aibéje D C R, o
U(0) = (U(8)) € P(F) ® B(O©) — atsitiktiné funkcija su reik§meémis aibéje D, diferen-
cijuojama (Fresé prasme) 6 atzvilgiu pagal P-tikimybe erdvéje L7 (A) taske 6 = 6.
Atsitiktine funkcija Fy(0) = f(U:(0)) vadinsime (teisingai) diferencijuojama (Frese
prasme) 0 atzvilgiu pagal P-tikimybe erdvéje L2 (A) taske 6o, jei ji diferencijuojama
0 atzvilgiu pagal P-tikimybe erdvéje L7 (A) taske Oy ir Fy(6) = £ (Ui(00))Us(o)
P-b.v.

Tarkime, kad atsitiktiné funkcija U(0) = (U,(0)) € P(F) @ B(©), t € R, 0 €
© C RE, k > 1, — atvira aibé, ir U(0) € L2 (A) visiems 6 i3 tam tikros tagko , € ©
aplinkos. Sakysime, kad atsitiktiné funkcija U () diferencijuojama pagal P-tikimybe
(Frese prasme) erdvéje L7 (A) taske 6 = 6o, jei egzistuoja tokia funkcija vektorius

U(00) = (Uy(6o)) € L2 (A), kad

loc
P lim 1U (B0 + h) = U(b) = (h,U(60))lla, —0
h—0 |h‘ ’
¢a U(6y) = (8%(9‘?0) e agéi‘)))/, o (z,y) zymi skaliarine sandauga.

Analogiskai € © C R! atveju apibréziamas atsitiktinés funkcijos F;(0) = f(U(9)),
(Ui(9)) € P(F)®B(O),0 € © C R¥ k > 1, (teisingas) diferencijavimas (Fre$é prasme)
pagal P-tikimybe erdvéje L2 (A) taske § = 6.

loc
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Is apibendrintos Niutono—Leibnico formulés pritaikymo normuotose erdvése gau-
name sekantj rezultata.

2 teorema. [2| Jei atsitiktiné funkcija U(0) = (U(0)) € P(F) @ B(O©), t € Ry, 6§ €
© C RF, k> 1, - atvira aibé, tolydZiai diferencijuojama pagal € © (Fresé prasme)
pagal P-tikimybe erdvéje LY (A), A € P(F), tai erdvéje L}, (A) galioja formulé

1
Ui(0+u) — / Ut9+su ), u)ds,
0

jei 0+ su €0, kai 0 < s < 1.

3 Centriné ribiné teorema diskretiems martingalams
Tarkime, kad Ut = (U*1,... U*) € L2®)(1t),

=Uls(p' - = (Ut’1 * (ut —yt),...,Ut’k * (,ut fut))/.

3 teorema. [18, 1.3.3 teorema ir 1.3.4 pastaba] Tarkime, kad fiksuotam s € (0,00) ir
bet kuriam e € (0, 1] tenkinamos sglygos:

1) a) Pt — 75lim I(|Ut > e)|UH? = v, =0
— 00
arba
b) lim EYU'2Z AU x v, =0,
t—o00
arba

c) tam tikram ¢ € (0,1]

246 t
| * vy, = 0;

lim Et|Ut

t—o0

2) Pt — lim UYU") = v, = I(s),
t—o0
¢ia I(A) — aibés A indikatorius, o I(s) — tam tikra neatsitiktiné simetriska matrica,
priklausoma nuo s, su baigtiniais elementais; a A b = min(a, b).

Tada, kait — oo, L(YL|PY) = N(0,1(s)).

Tarkime, kad P}, Py, t € Ry, 0 € V, yra tikimybiniai matai erdvéje (R*, B¥), kur
V — tam tikra aibé. Sakome, kad matas P} tolygiai pagal 6 € V silpnai konverguoja }
Py, kai t — oo, Zym. P} = Py, jei bet kuriai tolydziai apibréztai funkcijai g : RF — R!

lim | g(z)Pl(dz) = / g(2)Po(dz), 6€V. (1§

t—o0
RE Rk

2,(k
Tegu U0 = (U0, ... .UM0kY e LD (uh),

0 = Ut,e * ( ) € Mloc (]Ft Pt)
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4 teorema. [18, 1.3.6. teorema| Tarkime, kad fiksuotam s € (0,00) ir bet kuriam
e € (0,1] tenkinamos sqlygos:

1) a) Pt — hm I(| US| > &)|U?)2 % v5? = 0 tolygiai pagal 6 € V
arba
b) Jim EH U2 A U013 5 05 = 0 tolygiai pagal 6 € V,
arba
c) tam tikram ¢ € (0,1]

2+5

lim E'UY |« 0 =0

t—o0
tolygiai pagal 0 € V;
2) Pt — tlim Ut9(Ut9) « l/z’te = I(s) tolygiai pagal 0 € V,
hade el

Cia I(A) — aibés A indikatorius, o I(s) — tam tikra neatsitiktiné simetriska matrica,
priklausoma nuo s, su baigtiniais elementais; a A b = min(a, b).

3) lim  sup PHtr[U(U) 5] > N) = 0.
N—ooteRr, 0ev

Tada, tolygiai pagal 0 € V, L(YS?|PY) = N(0,1(s)).

4 Pagrindinis rezultatas

Suformuluosime salygas, kuriomis toliau naudosimeés.

1B. Sakykime, kad ‘;V(g) = V(y,0) yra P(F) ® £ — tokia macioji grieztai teigiama

funkcija, kad su visais t € R4, 0,y € ©, Py-b.v.,
(1=/V(y,0))* %), <oo, V(6,0)=1.

2B. Kiekvienam 6 € © egzistuoja toks skai¢ius § > 0, kad funkcijos V(y,0) =
Vi(y,0,2) ir IV (y,0) = nVi(y,0,2), s € Ry, = € E, yra tolydsiai diferen-
cijuojamos (Freseé prasme) taske y € Us(6) = {:1: |1: — 0] < 4} erdvéje LY (v(0))

pagal Pp-tikimybe ir V (y,0) = (VM (y,0,z),...,VE(y,0,2)), s € Ry, x € E, yra
(Frese) iSvestiné taske y, o VE ; € Lfogk)(u(e),l?, Py).

Jei A yra k x k matrica, o z,y € RF, tai zymésime |A| = (trAA")z, |z =
1
(Zle x%) 2, 0 (z,y) — skaliarine vektoriy z ir y sandauga.

Fiserio informacija Zymésime I, (6) = EgV (6, 0)(V (0, 0)) xv(0):, 0 (0) = [I,(0)] "2,
O = 0+ pi(0), Upy = {u€ RF: 0, € ©}, 0 € ©,t € Ry, kur matrica ()
tokia, kad lim; o supye |¢¢(0)| = 0 kiekvienam kompaktui K C ©.

3B. Kiekvienam kompaktui K C © tolygiai pagal § € K
Py — lim ¢ (0) [V(0,0)(V(0,0))"  v(6)e] u(6) = I,

Cia I, — vienetiné k x k matrica.

http://www.journals.vu.lt/LMR
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4B. Kiekvienam kompaktui K C © ir tam tikram ¢ € (0, 1] tolygiai pagal 8 € K

Jim Eolin(6)V(0,6)[*"" x 1(6); = 0.

5B. Kiekvienam kompaktui K C ©

A}im sup sup Py {tr{p.(0)[V(6,0)(V (0, 0))/ *v(0)¢]ei(0)} > N} =0.
TOteER, 0K

5 teorema. Tarkime, kad tenkinamos 1B-5B sglygos ir K C © yra kompaktas. Tada
su visais u € Ugy galioja

t

dPeu / 1 /
Zt(9u7 9) = t =expyu (77t,0 + 6t,9) —zU (Ik + a/t,@)u )
P} 2

kur .o = @t(e)f/(ae) x (u—v(0)): € MQ’(k)(IR Py), Lneo|Po) = N(0,11), t = oo,

loc

tolygiai su visais @ € K, 0 09 ir at ¢ yra tokie, kad tolygiai pagal 6 € K

Py — lim (|6;,0] + |as,e]) = 0.
t—o0

Cia = Zymi silpng konvergavimg, o Iy, — vienetine k x k matricg.
Irodymas. Tarkime, kad galioja 1B salyga. Tada P} < Pj ir lokalaus tankio procesas
turi tokig israiska:

dP;;

Z(y,0) = Jpi = &P {IV(y,0) *p — (V(y,0) — 1) xv(0)}.
]

Tolimesniame jrodyme reikalinga informaciné Fiserio matrica, kuri pagal apibré-
zima apskaifiuojama formule [6]

I,(0) =E, (jy In Zy(y, 0)> (;; In Zt(y,9)>,

y=0
Tarkime, kad tenkinama 2B salyga. Tada
V(y.0) : V(y.9) V(y.9)
Y n t(y7 ) V(y79) * [t (y7 ) *V( )t V(y,e) * [t V(y79) *V(y)t
V(y,0)
= * (pw—rv(y)),
V(y,0) (= v )

nes V(y,0) = ZZEZ;.

Kai © C R}, tai

g [V.9) ’
It(e) - Ey V(y79)*('u_y(y))t:|

=KoV (6,0)%xv(6):,
y=0

L a(Teg)

nes V(60,0) = 1.
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Kai © C R*, analogiskai gauname
1,(8) = EgV (8,6)(V(8,6)) * v(6):.
Pagal 2B salyga pazymekime ¢, (0) = (1,(0))"2, 0, = 0 + ¢4(0)u, kur

limy o0 SUpPge i [0:(0)] = 0, K C © — bet kuris kompaktas.
Pazymeékime A; = ugpy(6). Tada, remiantis 2B salyga, atliekami pertvarkymai:

In Z,(0,,0) = 111V(9u, 0) * (1 — V(@))t — [V(04,0) = V(0,0) —InV(0,,0)] = v(0),
’ 0 ZAt7
(A 14 GizAu e > G V(a))t

V 9+8At,
( 9+5At, [ 0+ sA, 0) —V(H,G)]ds) xv(0);

1
’ V 9+ZAt, _
(At V@t 22,,0) — " Zdz *(,u I/(H))t
0

( V9+5At,

/!
V0150 / 0+ 2A,0) dzds> *xv(0);

. [%(a)vw, 8) (i — 1(6)), + di(6)] - %u (I + 9:(0)),

F V(04 2A,0)  V(0,0)
9)<0/< V(0 + 24, 0) V(w))dZ) (= v@),
(0) = g1 (0 )+9t2(9)
gr.1(0) = :(0) [V (6,6) (V( ) v(0)] e (0) — I,
91.2(0) = 2¢4(0 //[ Zizﬁz 3(V(0+2At,0))/—V(G,G)(V(Q,H))/}dzds
0
*v(0)101(0).

Pagal martingaly savybes ir pagal 2B salyga, kur / ( ) tolydi erdvéje L? (v(9))
pagal Py-tikimybe, kai y € Us(6),
1
2 2
dz) *v(0);

14(68)] < | / V(0+24,,6) V(6,6)
g i(0 0+ 24.,0)  V(6,0)
LN 0, kait— cc.

v(0)¢

V(0 + ¢(0)u,0) V(G,@)
< |90t(9)’H‘/(9+ 0:(0)u,0)  V(8,0)

http://www.journals.vu.lt/LMR
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Is 3B salygos isplaukia, kad tolygiai pagal § € K
Py — lim |g¢.1(0)] = 0.

Atlikus tuos padius pertvarkymus kaip [18, 14, 16, 12], galima jsitikinti, kad toly-
giai pagal 8 € K
Py — lim [g,2(60)] =0,

kai galioja salyga C:
C. Kiekvienam kompaktui K C © ir visiems ¢ € (0, 00)

1
Py — lim <|<pt(9)(f/(e + s0(0)u, 0) — V(6,0))|

t—o0
0

V(0 + spi()u,0)
#i(0) (V(e o0 V@ 9)>

tolygiai pagal 0 € K ir |u] < ¢, u € Up.
Nesunku matyti, kad C salyga tenkinama, kai ¢ — oo,

2
+ )ds*y(é)tzo

@)1V (0 + 1(6)0,6) = V(0.0) 9, 0,

| V(0 + @i (0)u,0)  V(8,6)
V(0 + @i (0)u,0)  V(6,6)

v(0):

tolygiai pagal 0 € K, |u| < ¢, u € Up.

Sios abi salygos tenkinamos dél 2B salygoje garantuoto V (y, 6) ir ggzg; tolydumo
erdvéje L7 _(v(0)) pagal Py-tikimybe, kai y € Us(6).

Teorema jrodyta. 0O

4.1 Pavyzdziai

1. Daugiavariantinis taskinis procesas

Tarkime, kad stochastinéje bazéje (2, F,F,Py,0 € ©) su Luzino erdve (E,E)
uzduotas daugiavariantinis taskinis procesas (T,,, X,,), n > 1, kurio sveikaskaitis at-
sitiktinis matas

p(0, ] xT) => T, <X, €T), I'€E t>0

n>=1

o (Py,F)-kompensatoriaus israiska
v (0,T) = //hs(e,x)ls(dac)d& recé& HecOCRF,

¢ia hy(0,z) yra P(F) ® E-mati grieztai teigiama funkcija.
Siuo atveju B salygose funkcija

dyt(:% Z‘) _ ht(y7 J))
dv(0,2)  hy(0,2)’

V(y,0,t,z) = Vi(y,0,z) =
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0 jo iSvestiné taske y = 0 yra

. dVi(y,0)

V(0,0) = (6)

Tada FiSerio informacija yra

1) =B () v i) = [1:66)]

o LAN israiskoje

2. Atstatymo procesas
Tarkime, kad atstatymo proceso

oo
Ny=> LT, <t), t=0,
n=1
tarpiniai atstatymo momentai X,, =T,, — T,,—1, n = 1,2,... (Tp = 0) nepriklausomi

ir vienodai pasiskirste su pasiskirstymo funkcija
t
F(0,t) = Pp(X; <t) = /p(as)ds, 0 €O c Rk
0
Tada N; (FY, Py)-kompensatoriaus israiska [11]
t
v (0) = /hg(LS)ds,
0

Gia hy(t) = 250 Ls =5 — T, .

6 teorema. [11] Jei su visais 6 € ©
0<a(f) =FEpX; < o0, 0 <b(0) =Epu(d, X1) < o0,

tai
Pg( lim U, (6)Y;(0) = 1) — 1,

t—o0

cia Wy(0) = 5%, Vi(0) = [5 u(6, Ls)dvs(0).

Kadangi pagal sia teorema Pp-b.v., kai t — oo,

176+ ) = £(6) = ' F(O)]],,, 6

N

= (/ [f(e + h7 Ls) - f(evLs) - hlf(97 Ls>]2dys(9)>

2

t I 2
~ (CL(Q)Ee[f(Mh,Xl)—f(G,Xl)—hf(e,xl)] > ,
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jei 0 < a(f) < oo ir Eg|f(8, X1)|? < oo, Eg|f(8, X1)|? < 00, tai atsitiktines funkcijos
f(0,Ls), 6 € © C R*, diferencijavimas (Fres¢ prasme) taske 6 erdvéje L2 (v(0))
pagal Pp-tikimybe ekvivalentus atsitiktines funkeijos f(6, X;) diferencijavimui taske
¢ vidurkio kvadrato prasme, pagal kurj egzistuoja tokia vektoriné funkcija f(6, X1),
kad Eg|f(0, X1)|? < oo, Eg|f(0, X1)|* < 00 ir

I Eo[f(6 + h, X1) — £(0, X1) — I/ f(6, X1)]* = 0.

lIIl |h|2

Kadangi pagal 6 teorema

Ee/the(Ls) (hG(LS>)/th(e) ~ L 1(0), kait— oo,
0

hf)(Ls) hG(Ls) a(@)

tai kaip Fiserio informacing matrica imame

t ho(X1) ((he(X1)\'
L;(0):=—=1(0), kurO0<a(f) =EgX; <00, I(0)=E <
t( ) CL(G) ( ) ur a‘( ) 01 oo ( ) ehQ(Xl) hO(Xl) o0
LAN israiskoje esanti 7 ¢ israiska analogiska daugiavariancio taskinio proceso at-
vejo israiskai.
Tada 3B, 4B ir 5B salygos i$ karto tenkinamos, kai 0 < a(f) = EpX; < oo ir

Ey \Z: Qg |29 < 0o tam tikram & € (0, 1] su visais € K, o K — bet kuris kompaktas

is ©.
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SUMMARY

Local asymptotic normality of statistical models of discrete martingales

K. Kanisauskas

We establish general conditions assuring the local asymptotic normality of statistical experiments of
discrete or purely discontinuous local martingales obtained models of point processes of all types were
found out. The general conditions include the Fréchet differentiability of parameters in probability
in normed spaces with regard to a continuous compensator.

Keywords: discrete or purely discontinuous local martingale; local asymptotic normality; compensa-
tor; Fréchet differentiability
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