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Santrauka. Paprastai matematiniy teiginiy jrodymuose figiruoja tiek algebriniai pertvarky-
mai, tiek loginiai samprotavimai. Bet yra matematiniy teiginiy, kuriy teisingumas matomas
i§ pirmo zvilgsnio, kai yra ta jrodyma iliustruojantis brézinys. Nors bréziniu besiremiantys
irodymai nebutinai buna pilni ir iSsamus, bet brézinys padeda pastebéti faktus, kurie po to
lengvai pagrindziami algebros ir logikos pagalba. Straipsnyje pateikiami matematiniy teigi-
niy jrodymai, kai, idémiai studijuojant brézinj, pagrindiné jrodymo idéja matoma i$ breézinio,
o pats jrodymas tampa grazus ir aiskus.

Raktiniai Zodziai: matematiniai teiginiai; jrodymai; brézinys; jrodymo idéja

AMS: 97G40

Ivadas

1 Pirmas skyrelis

Kaip rasé zymus vengry kilmeés amerikie¢iy matematikas P. Halmosas (Paul Richard
Halmos), geram matematikui yra butina savybé — tam tikra situacija interpretuoti
ivairiais budais. Matematinio teiginio, principo, fakto, metodo suvokimo lygis pasi-
reiskia tuo, kaip besimokantis matematika sugeba visa tai pateikti jvairiomis formomis
skirtingose situacijose. Siame straipsnyje aptariame, kaip matematiniai teiginiai gali
buti pateikiami geometriskai — bréziniais, kuriuos jdémiai nagrinéjant, Siy teiginiy
pagrindimas tampa aiskus beveik be Zodziy. Tai nereiskia, kad galima issiversti be
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1 pav.

formuliy, lyg¢iy ir kitokiy samprotavimy, bet esminis akcentas tampa bréziniy nag-
rinéjimas. Toks pagrindimo budas vysto logika ir matematinj mastyma, todél Siame
straipsnyje pateikti pavyzdziai turéty buti tinkama priemoné mokykloje darbui ne tik
su gabiais mokiniais, bet ir su tais, kuriy mastyme vyrauja vizualusis pradas. Kaip
teigia istorikai, jrodymu be zodziy idéja kilo viduramziy Indijoje, nes indy mokslinin-
kai nemego daug Zodziy turinéiy tekstuy. Pateikiame pavyzdziy [1, 3, 2].

1 pavyzdys — Pitagoro teorema. Yra zinoma per Simta Sios teoremos jrodymy, kuriy
dauguma, tinkamai nubrézus brézinj, tampa aiskus ir suprantami. Dvyliktojo amziaus
indy matematikas Bhaskara, nubrézes tokj brézinj, kaip la pav., vietoje irodymo
parasé ,Stai“. Aisku, toks jrodymas néra grieztas, bet brézinio nagrinéjimas leidzia
gauti ir visiskai griezta jrodyma. Tuo tikslu nagrinékime 1b pav. Pazymeéje keturiy
lygiy staciyjy trikampiy krastines kaip jprasta a, b, ¢, lengvai parodome, kad viduryje
esantis keturkampis yra kvadratas, jo krastiné lygi b — a. IS venos pusés keturiy
stac¢iyjy trikampiy ir viduryje esancio kvadrato ploty suma lygi didziojo kvadrato
plotui ¢2, o i$ kitos pusés sis plotas lygus keturiy staciyjy trikampiy ploty ir vidinio
kvadrato ploty sumai, t.y. ¢ =4 - %ab + (b —a)?, taigi ¢ = a® + b? (1b pav.).
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2 pavyzdys — Talio teorema. Jei tieses M N || PQ, tai %—Alf = % (2a pav.). Irodymui
sakykime, kad M N = a, PQ =m, OM = b, OP = n, nubréziame staciakampj kurio

krastinés lygios AB = a + m ir AD = b+ n (2b pav.), atidékime AE = BK = b,
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AF = DH = a, ir nubrézkime sta¢iakampius AEGF, FGKB, GHCK, EGHD. Ka-
dangi kampai Z/GAE = ZAGF = /ZMON, /KCG = ZCGH = /POQ = ZMON =
/GAFE, tai taskas G yra staciakampio jstrizainéje AC. Kadangi staciakampio jstri-
zainé dalija jo plota pusiau, tai trikampiy AEG ir GHC ploty suma lygi trikampiy
AFG ir GKC ploty sumai, tai sta¢iakampiy FGK B ir EGH D plotai yra lygus, t.y.
bm = an, ka ir reikéjo jrodyti.

3 pavyzdys — mokyklinis uzdavinys. Taskai M ir N dalija lygiakrascio trikampio ABC
krastines AB ir AC santykiu AM : MB =CN : NB =1 : 2, atkarpos AN ir CM
susikerta taske P. Rasime, kurig dalj trikampio ABC ploto sudaro trikampio APC
plotas. Tieséje AC uz tasko C' atidékime atkarpas CD = DE = AC ir nubrézkime
lygiakraséius trikampius CLD ir EDF (3 pav.). Kadangi tiesés BC ir FE yra lygia-
grecios, 0 AE : AC =3:1=BC: NC = FE : NC, tai trikampiai ACN ir AEF
yra panasieji, todél taskai A, P, F' yra vienoje tieséje. Jei PQ ir FF'H yra trikampiy
APC' ir DEF aukstinés, tai Saapg : Sapru = AQ? : AH? =12 : 52 = 1 : 25.
Kadangi trikampiy ABC ir FAH aukstinés BQ ir FH vienodos7 tai juy ploty santykis
SAABC SAFAH = AC : AH = 2: 5, taigi Sapag = SAABC Todél Saapq =

2=SA4rH = 55 - 5SaaBCc = 15Sa4BC, todél Saacp = QSAAPQ = 1SaaBc.
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3 pav. 4 pav.

4 pavyzdys — apie trikampj apibrézto apskritimo spindulys. Visiems zinoma apibrézto
apie trikampj apskritimo spindulio formulé R = “b“ < Paprastai jrodoma, taikant sinusy
teorema. Bet galima apseiti ir be jos. 4 pav. pavalzduotas trikampis ABC, atkarpa
AH - jo auksting, taskas O — apibrézto apie trikampj apskritimo centras, atkarpa
OD yra statmena trikampio krastinei AC. Kadangi ZAOD = %AAOC’ = LABC,
tai statieji trikampiai ABH ir AOD yra panasieji, todél @ = % Is ¢ia AH =

ABAD — %, todeél trikampio ABC plotas S = 1BC - AH = Z’g, todél R = 9.

5 pavyzdys — sinusy teorema. 5 pav. nubréztas trikampis ABC, ties¢je BC' atidétos
atkarpos BD = CF ir nubreézti lygiagretainiai BDF A ir CEGA. Kadangi siy lygia-
gretainiy krastinés BD ir C'E lygios, o ju aukstinés i$ virsunés A j Sias krastines irgi
lygios, tai sn; lyglagretalmq plotai yra lygus: AB - AF -sin/B = AC - AG - sin ZC,

talgl sinZC — sin AB

6 pavyzdys — japony Sangaku sventykly geometrija. 6 pav. parodytas tradicinés
japonu geometrijos Sangaku uzdavinys — keturi pusskrituliai, kuriy spinduliai lygus 2,
ju centrai yra kvadrato krastinése, kiekvienas ty pusskrituliy lie¢ia du i$ trijy likusiy
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pusskrituliy. Rasime kvadrato krastinés ilgj. Sprendimui sakykime, kad pusskrituliy
centrai O ir @ yra kvadrato krastinése AB ir AD, o taske E tie pusskrituliai liec¢iasi.
Tasgkai O, F, @ yra vienoje tieséje ir OQ = OF + EQ = 4. Kadangi AO = 2, tai
sta¢iojo trikampio AOQ statinis AQ = \/OQ?* — AO? = /12, todél kvadrato krastine
lygi v12 + 2.

7 pavyzdys — pusiaukampiné dalija kvadrato plota pusiau. Staciojo trikampio jzam-
biné yra kvadrato krastiné (7a pav.). Staciojo kampo pusiaukampiné dalija kvadrato
plota pusiau. Irodymas gaunamas nubrézus 7b pav., nes pribrézti trikampiai yra
lygus, gauto didziojo kvadrato ir duotojo mazojo kvadrato centrai sutampa, abieju
kvadraty jstrizainé eina per ju bendra centra, o bet kuri tiesé, einanti per kvadrato
centra, dalija jo plota pusiau.

/ P by

(a) (b)

7 pav.

Dabar pateikiame pavyzdziy, kai geometriné interpretacija padeda pagrindziant
algebriniy tapatybiy teisinguma.
8 pavyzdys — aritmetinio ir geometrinio vidurkio nelygybé. Pavyzdys parodo, kaip
geometriskai gali buti interpretuojama zinoma teigiamy skaiciy aritmetinio ir geomet-
rinio vidurkiy nelygybé a + b > 2v/ab, a > 0, b > 0. Sakykime, kad ABCD yra sta-
¢iakampis, kurio krastiniy ilgiai AB = x, AD =y (8 pav.), kampo A pusiaukampiné
krasting BC kerta taske E, o tiese DC — taske F. Kadangi /ZBAFE = ZDAF = 45°,
tai AB = BE = x, AD = DF = y. Tuomet trikampiy ABE ir ADF plotai ati-
tinkamai lygus 22 ir 3y?. Kadangi Siy trikampiy ploty suma yra ne mazesné uz
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staciakampio plota, todeél xy < %xQ + %yz. Pazyméje 22 = a, y?> = b, gauname jro-
domaja nelygybe. Lygybé gaunama tada, kai taskas F' sutampa su tasku C, t.y. kai
staciakampis yra kvadratas ir a = b.

=
.
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A 0 O = B
8 pav. 9 pav.

9 pavyzdys — reiskinio maziausia reikSmé. Rasime maziausia reiksme reiskinio
Va2 =2z +4 + /22 — 3z 4+ 1. Tuo tikslu nubrézkime statyji kampa AOB ir jo
krastinése atidkime atkarpas OA = 1, OB = 2 (9 pav.). Sakykime, kad kampo viduje
nubrézéme atkarpa OC, sudarandia su atkarpa OA 30° kampa ir jos ilgj pazymékime
x. Pagal kosinusy teorema AC = v/22 — 2z + 4, BC = /22 — /32 + 1). Siy atkarpy
suma yra maziausia, kai taskas C yra atkarpoje AB, taigi maziausia duotojo reiskinio
reikime lygi atkarpos AB ilgiui, t.y. v/5.

10 pavyzdys — skai¢iy kvadraty skirtumas. 10a pav. ir 10b pav. bréziniuose pateikta
geometriné trumposios daugybos formulés 2% —y? = (x —y)(z +y) interpretacija. Nuo
kvadrato, kurio krastiné lygi x, nupjautas mazesnis kvadratas, kurio krastiné lygi y.
Tuomet gautosios figiiros plotas lygus z2? — y2. Jei virsutinj staciakampj perkelsime
taip, kad atkarpos, kuriy ilgiai z — y sutapty, tuomet gausime staciakampj, kurio
krastinés lygios © — y ir « + y, todél jo plotas yra (z — y)(x + y).

Y
- :
X X y

(2) (b)
10 pav.

11 pavyzdys — kampy sumos sinusas. 11la pav. ir 11b pav. paveiksléliuose parodytas
trigonometrinés tapatybes sin(a + ) = sinacos 8 + cosasin 8 jirodymas. 1la pav.
sta¢iakampyje nubrézti keturi statieji trikampiai, kuriy jzambiniy ilgiai lygus 1, o pa-
zyméti smailieji kampai lygus « ir 8. Akivaizdu, kad dvieju lygiy staciyjy trikampiy
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statiniy ilgiai sin « ir cos o, o kity dvieju lygiy staciyjuy trikampiy statiniai — atitin-
kamai sin 3 ir cos 3.

(a) (b)
11 pav.

Viduje esantis keturkampis yra rombas, nes jo visos krastinés lygios 1, o jo kampas,

kaip nesunku nustatyti, lygus a+ 3. Todél jo plotas lygus sin(a+ ). Kitaip sudéliojus
staciuosius trikampius (11b pav.), gautojo rombo plotas yra lygus dviejy staciakampiy
ploty sumai. Vieno jy krastinés lygios sin « ir cos 3, o kito — sin 8 ir cosa. IS Cia ir
gauname jrodomaja tapatybe.
12 pavyzdys — kampy sumos sinusas ir kosinusas. Dar vienas analogisky lygybiy geo-
metrinio jrodymo pavyzdys pateiktas 12 pav. Nubréztas statusis trikampis DAF,
/DAFE = « ir kitas statusis trikampis AEF, /FEAF = 3, AF = 1, ties¢je DE
randamas taskas C, kad kampas DCF buty statusis. Kampy DAF ir FEC ati-
tinkamos krastinés yra statmenos, todél LZFEC = Z/DAFE = «. IS tasko F' nulei-
dziame statmenj FH 1 AD, taigi keturkampis HDCF' yra staciakampis. Tuomet
i stadiyjy trikampiy randame, kad FH = AFsin(a + 8) = sin(a + ), AH =
AF cos(a+ ) =cos(a+ B8), FE = AFsin 8 =sin 3, AE = AF cos 8 = cos 8, DE =
AFEsina = cos Ssina, AD = AEcosa = cosScosa, EC = EF cosa = sin S cos a,
CF = EF'sin«a = sin #sin a. Tuomet akivaizdzios lygybés FH = CD = DE + EC ir
AH = AD—DH = AD—CF yra uzrasomos taip: sin(a+ /) = sin «a cos S+cos asin g,
cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3.

F F

B [ B (3
1
B E
B B
A D A D
H 1 H
12 pav. 13 pav.

13 pavyzdys — kampy sumos tangentas. AnalogiSkai galima gauti ir tangenty sumos
formule. Nubrézkime statyjj trikampj DAE, /DAE = «, AD = 1, ir kitg statyji
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trikampj AEF, ZEAF = (. Tieséje DFE randamas taskas C', kad kampas DCF buty
statusis (13 pav.). Kampu DAFE ir FEC atitinkamos krastinés yra statmenos, todeél

/FEC = Z/DAFE = «. Is tasko F nuleidziame statmenj FH | AD, taigi keturkampis
HDCF yra sta¢iakampis. Tuomet i$ sta¢iyjy trikampiy randame, kad AF = 42 —

Ccos @
Coia, = ADtga = tga, FE = AEtgf = ctiﬁa’ CE = FEcosa = tgf,
CF = EFSlna— gﬁ ~sina =tgatgB, FH = AHtg(a+f) = (1-CF)tgla+p) =
(1- tgatgﬁ)(tga —I— tgﬁ) Kadangi FH = CD = tga + tg 3, tai is ¢ia iSplaukia

irodomoji lygybeé tg(a + 5) = %.

14 pavyzdys — pusés kampo tangentas. Dar vienas pavyzdys — pusés kampo tangento
formulés tg § = Fooss = 1;‘;02’1. Jrodymui nubréziame vienetinio spindulio OB =
OA = OC = 1 pusskritulj, kurio skersmuo — atkarpa AB, o centras — taskas O.
Sakykime, kad pusapskritimo taskas C' yra toks, kad ZCOB = «, todél ZCAB =
S (14 pav.). Nubrézkime CH L AB, tuomet i staciyjy trikampiy turime OH =
OCcosa = cosa, AH = AO+OH = 1+cosa, CH = AH tg § = (1+cosa)tg §, kita
vertus CH = OC'sin o = sin .. I8 Siy atkarpos C'H israisky iSplaukia pirmoji lygybé
sin o l—cosa

t8 5 = Theosq- Antrojilygybe tg § = °>¢ gaunama pastebéjus, kad kampas ACB

Sin o«

}lflizioztaatusis, todél /BCH = ZCAB = §,0tg/BCH = tgg = % = OBC}?H =

sina

Vea

Ve

Vaz

A

V2
v,

14 pav. 15 pav.

15 pavyzdys — begaliné geometriné progresija. Venetinj kvadrata (15 pav.), padali-
jame pusiau, viena jo puse — dar pusiau ir t.t. Kadangi visy daliy suma sudaro visa
kvadrata, tai sumuodami jy plotus turime lygybe % + i 4+ -+ % +..-=1.

16 pavyzdys — taskai ir lauztés. Tai yra geometriné zinomos lygybés 1 + 3 + 5 +
-+ +2n — 1 = n? interpretacija. Pazymékime n? tasky (miisy pavyzdyje n = 5) kaip
parodyta 16a pav., o po to sujunkime taskus taip, kai parodyta 16b pav. Akivaizdu,
kad vienas taskas su niekuo nesujungtas, pirmoji lauzté jungia 3 taskus, antroji — 5
taskus, tolimesnés jungia 7 ir 9 taskus. IS ¢ia akivaizdu, kad 1 +3 4+ 5+ 7+ 9 = 25,
taigi jrodomoji lygybé patikrinta, kai n = 5, analogiskai ji patikrinama ir bet kuriam
nelyginiam n.
17 pavyzdys — naturaliujy skaiCiy suma. Parodyta, kaip galima geometrigkai iliust-
ruoti lygybe 1+2+3+---+n w Tuo tikslu staciakampj, kurio ilgis lygus n,
o plotis lygus n + 1, padalijame j vienetinius kvadratelius (17 pav.). Po to virSutine
eilute paliekame neuzdazyta, antrojoje eilutéje uzdazome vieng kairjjj laukelj, trecio-
joje — du krastinius kairéje puséje esancius laukelius, ketvirtoje — tris, ir taip toliau,
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(a) (b)

16 pav.

n+1

n-1
n-2

- k3 b B

1 2 3 4 n=1n

17 pav.

paskutinéje n + 1 — ojoje eilutéje uzdazome visus n laukeliy. Taigi uzdazyta viso yra
142+ 3+ -+ n laukeliy. Kadangi bet kuriam &k, 1 < k& < n yra eiluté, kurioje
uzdazyta k laukeliy ir eiluté, kurioje yra neuzdazyta k laukeliy, tai uzdazyta puseé
visy lentelés laukeliy, kuriy yra n(n 4+ 1).
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SUMMARY
Proofs without words

E. Mazétis, G. Melnicenko

Usually, proofs of mathematical statements involve both algebraic rearrangements and logical re-
asoning. But there are mathematical statements whose truth is obvious at first glance when there
is a diagram illustrating that proof. Although the proofs based on the drawing are not necessarily
full and complete, but the drawing helps to notice facts that are then easily supported by algebra
and logic. The paper presents proofs of mathematical propositions where, upon careful study of the
drawing, the main idea of the proof can be seen from the drawing, and the proof itself becomes
beautiful and clear.

Keywords: mathematical propositions; proofs; drawing; proof idea
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