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Santrauka. Aptariami bendrojo didéjancios (mazéjancios, nemazéjancios, nedidéjancios)
funkcijos apibrézimo taikymo niuansai. Atsakoma j mokytojams rupima klausima: ar funk-
cija gali buti didéjanti ne tik atvirame intervale?

Raktiniai Zodziai: didéjanti funkcija; mazéjanti funkcija; nemazéjanti funkcija; nedidéjanti funkcija

AMS: 97Ixx

Ivadas

Bendra didéjanéios (mazéjancios, nemazéjancios ar nedidéjancios) funkcijos apibrézi-
ma sunku surasti ne tik lietuviskoje, bet ir angliskoje literaturoje, nes gana daznai
apibrézimas pateikiamas tik intervalams arba tik visai apibrézimo sri¢iai. Taciau in-
tervaly sajunga yra nebutinai intervalas ir todél atsiranda neaiskumas, kaip tokiose
aibése reikéty traktuoti funkcijos didéjima. Kita Sio straipsnio priezastis yra ta, kad
kai kurie mokytojai funkcijos didéjima pateikia tik atviruose intervaluose.

Pavyzdziui, 2013 m. PUPP 4.2 uzduotyje reikéjo nustatyti su kokiomis x reiks-
meémis funkcija f(z) = z(x —4) yra didéjanti ir vertinimo instrukcijoje atsakymas yra
(2, 400), nors turéty buti [2, 4+00), nes tai yra placiausias intervalas, kuriame duotoji
funkcija yra didéjanti.

Tokie netikslumai atsirado todél, kad mokykliniuose vadovéliuose néra tikslaus
didéjancios funkcijos apibrézimo. Siuos netikslumus reikia iStaisyti todel, kad jei
mokinys parasytu matematiskai teisinga atsakyma, t.y. [2,400), tai toks mokinys
neturéty prarasti tasky.

Analogiska situacija yra su 2023 m. VBE 21.2 uzduotimi, kurioje reikéjo nustatyti
su kuriomis x reikimémis funkcija f(z) = —23+ 322 +92+4 yra mazéjanti. Vertinimo
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instrukcijoje parasytas toks atsakymas:
x € (—o0; —1), (3; 4+00).

Pastarajame atsakyme yra dar viena problema: kaip interpretuoti ¢ia esantj kablelj?
Ar ¢ia yra aibiy sankirta, ar sajunga, ar kitas atvejis? Juk jei x € A ir x € B, tai
€ ANB. Ojeix € Aarbax € B, tal x € AU B. Tadiau ¢ia nei vienas is Siy atveju
netinka. Teisingas atsakymas buty pvz. toks:

mazéjanti, kai © € (—oo, —1] ir mazéjanti, kai z € [3, +00),
arba, trumpiau,
mazéjanti, kai x € (—oo, —1] ir kai z € [3, +00).
Atkreipsime démesj j tai, kad sis atsakymas nesutampa su tokiu atsakymu:
mazéjanti, kai x € (—oo, —1] ir x € [3,400),
nes pastarasis reiskia, kad mazéjanti, kai € (—oo, —1] N [3,+00) ir tai buty netin-
kamas atsakymas. Dar atkreipsime démesj j tai, kad toks atsakymas:
mazéjanti, kai x € (—oo, —1] arba kai x € [3, +00)

taip pat buty neteisingas, nes jis reiskia, kad bent viename is iy intervaly funkcija
yra mazéjanti, t.y. viename is ju funkcija galéty ir nebuti mazéjanti. Toks atsakymas
(jis nesutampa su pries tai buvusiu)

mazéjanti, kai x € (—oo, —1] arba x € [3,+00)

yra taip pat neteisingas, nes jis reiskia, kad funkcija yra mazéjanti kai z € (—oo, —1]U
[3,4+00). Ivedus mazéjimo intervaly termina (Zr. 7 skyriy) atsakyma galima pateikti
taip:

mazéjimo intervalai: (—oo, —1], [3,+00).

Dar viena S§io straipsnio prieZastis yra toks klausimas: ar funkcija f(z) = % yra
mazéjanti savo apibrézimo srityje? Nei vienas i$ mano kalbinty matematikos moky-
tojuy nepateiké teisingo atsakymo j §j klausimg. Atsakymas pateiktas 5.6 pavyzdyje.
Sis klausimas gerai iliustruoja, kodél yra reikalingas bendras mazéjancios funkcijos
apibrézimas, nes neturint apibrézimo negalima buty teigti, ar atsakymas j minéta
klausima yra teisingas, ar neteisingas.

Pateiksime bendra apibrézima (apsiribojame tik realiosiomis vieno kintamojo funk-
cijomis), kuris yra pvz. [13, p. 98] (ten formuluoté Siek tiek kitokia, bet ten pateiktas
bendrasis atvejis yra ekvivalentus 1 apibrézimui).

1 Apibrézimas

1 apibrézimas. Tarkime, kad A C Dy C R, kur Dy yra funkcijos f apibrézimo sritis.
Funkcija f vadinama didéjancia aibéje A, jei

Va1, 20 EA: 11 < 19 = f(.’l?l) < f(aig)
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100 R. Vilkas
Funkcija f vadinama maZéjancia aibéje A, jei

Vo, 20 € A xy <22 = f(x1) > f(22).
Funkcija f vadinama nemazéjancia aibéje A, jei

Vo, xe € Ay < xo = f(x1) < f(z2).
Funkcija f vadinama nedidéjancia aibéje A, jei

Vay, o0 € Az <29 = f(x1) 2 f(z2).

Visy siy 4 tipy funkcijos vadinamos monotoninémis aibéje A. Funkcija vadinama
grieztai monotonine aibéje A, jei ji yra didéjanti aibéje A arba mazéjanti aibéje A.

Kartais patogiau pastovios funkcijos savoka apibrézti naudojantis 1 apibrézimo
savokomis.

2 apibrézimas. Funkcija f vadinama pastovia aibéje A, jei f yra Sioje aibéje nemazé-
janti ir nedidéjanti.

2 Didejanti ar didéjancioji?
Mes naudojame terming didéjanti funkcija vietoje didéjancioji funkcija, nes tai yra pa-
togesnis terminas (trumpesnis, lengviau iStariamas, nepriestarauja kitoms savokoms).

Termina didéjanti funkcija naudoja J. Kubilius [8, p. 133], R. Lapinskas [9],
E. Misevicius [10, p. 43], V. Pekarskas [12, p. 44], Lietuviu enciklopedija.

Termina didéjancioji funkcija naudoja Matematikos terminy Zodynas [1, p. 75],
V. Kabaila [4, p. 42], Matematika 9 (tempus) [6, p. 178].

Knygoje [3, p. 210] yra netgi terminas funkcija didéja. PUPP ir VBE uzduoty-
se placiai naudojamas terminas funkcijos reiksmés didéja. Pastarasis terminas yra
netinkamas, nes juk kalbame apie funkcijos, o ne funkcijos reikSmiy, savybe.

3 Apibrézimo korektiskumas
Gali iskilti klausimas dél teiginio
Vo, € Ay < a2 = f(z1) < f(22) (1)
korektiskumo Siais dviem atvejais:
1) Kadangi parasyta z1,zo € A, tai ;1 ir o gali buti ir tokie, kai nelygybé 1 < x2

negalioja. Pvz. kai |A| = 1, t.y. kai aibéje A yra tik vienas elementas, tai
nelygybé x1 < x2 netgi visada negalios.

2) Jeigu A = @, tai ar galime teigti, kad x; < xo yra teisingas arba neteisingas
teiginys?

http://www.journals.vu.lt/LMR
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3.1 Pirmasis atvejis

Jei teiginys p yra teisingas, tai rasysime p = 1, o jei neteisingas, tai p = 0. Jeigu p ir q
yra teiginiai, tai implikacija p = ¢ yra taip pat teiginys, kuris reiskia, kad i$ teiginio
p iSplaukia teiginys q. Implikacijos teisingumo lentelé yra tokia [15, p. 47]:

1 lentelé.
p q p=gq Prasmeé
0 0 1 jei p ir g neteisingi, tai p = g teisingas
0 1 1 jei p neteisingas ir q teisingas, tai p = q teisingas
1 0 0 jei p teisingas ir ¢ neteisingas, tai p = ¢ neteisingas
1 1 1 jei p ir g teisingi, tai p = q teisingas

1 lentelés esmé tokia: iS neteisingo teiginio iSplaukia bet koks teiginys, o teisingas
teiginys isplaukia i$ bet kokio teiginio.

Taigi, jeigu x ir x5 yra tokie, kad x1 < x5 negalioja, tai turime neteisinga teiginj,
o0 i$ neteisingo teiginio iSplaukia bet koks teiginys, t.y. 71 < m2 = f(z1) < f(22)
yra teisingas teiginys, nepriklausomai nuo to, kokia yra funkcija f. Todél funkcijai f
atsiranda apribojimas tik tuomet, kai nelygybé z1 < x5 galioja. Vadinasi, jei |A| =1,
tai visada bus x1 = x5 ir nelygybé z1 < z2 negalios, ir todél bet kokia funkcija f bus
didéjanti tokioje aibéje A.

3.2 Antrasis atvejis
Teiginiui (¢ia P(x) yra bet kokia loginé formulé)
Ve e A: P(x) (2)
ekvivalenty teiginj galime uzrasyti naudojant implikacija [15, p. 73]:
Vo : (z € A= P(x)). (3)

Cia x € A = P(x) néra teiginys. Tai predikatas, nes nenurodyta konkreti 2 reiksmeé.
Bet jeigu imame kokj nors konkrety z, tai x € A = P(z) jau tampa teiginiu, kuris
gali buti teisingas arba ne, priklausomai nuo = reikSmeés (uzdéjus kvantoriy V jis taip
pat tampa teiginiu, o butent (3)).

Jeigu A = @, tai kiekvienam x teiginys € A bus neteisingas. Todél is implikacijos
teisingumo lentelés gauname, kad bet kuriai formulei P(x) teiginys x € A = P(x)
bus teisingas (bet kuriam fiksuotam z tai yra teiginys). Todél teiginys (3) (o tuo
padiu ir teiginys (2)) yra visada teisingas, kai A = @.

Taigi, gavome teiginj

Vr € @: P(x), (4)

kuris yra visada teisingas. Cia yra viena i taip vadinamy tusciy tiesy (vacuous truth)
[15, p. 73].

Analogiskai taip, kaip vietoje teiginio (2) uzraséme jam ekvivalenty teiginj (3),
galime vietoje teiginio (1) uzrasyti tokj jam ekvivalenty teiginj:

Vaq, s : (acl,xg cA= (x1 <z = f(r1) < f(902)))

Dabar aisku, kodél sis (todél ir (1)) teiginys yra visada teisingas, kai A = @. Ir
¢ia jau visai nesvarbu kokia funkcija f ir ar nelygybé z1 < z2 galioja, ar ne.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 64:98-113, 2023
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4 Savybeés

Paeitame skyriuje jrodéme savybe didéjanciai funkcijai, ta¢iau analogiskas jrodymas
tinka ir bet kuriai monotoninei funkcijai. Suformuluosime minéta savybe tokioje te-
oremoje.

1 teorema. Jeigu A = @ arba A = {z}, kur x € Dy, tai funkcija f yra vienu metu
didéjanti, mazéjanti, nedidéjanti ir nemazéjanti aibéje A.

Sekancioje teoremoje pateikiame dar vieng savybe.

2 teorema. Jeigu funkcija yra didéjanti (maZéjanti, nedidéjanti, nemazéjanti) aibéje
A, tai ji yra didéjanti (mazéjanti, nedidéjanti, nemazéjanti) bet kuriame poaibyje
B CA.

Irodymas. Kadangi teiginys V1,20 € A: 21 < 29 = f(x1) < f(x2) yra suformuluo-
tas taip, kad kiekvienai porai (r1,22) € A? tikriname kazkokia savybe (3iuo atveju
1 < 22 = f(x1) < f(x2), bet ¢ia gali buti bet kokia savybeé, kuriai, zinant x; ir z,
galime pasakyti ar ji galioja, ar ne), tai ta savybé juo labiau galios ir bet kurioje
siauresnéje aibéje C' C A2 (todél ir poaibyje B2, kai B C A), nes reikés maziau pory
(21, 22), kurioms galioty ta savybé. O jeigu aibéje A yra maziau negu 2 elementai,
tai skirtingy elementy poros (z1,z2) negalésime parinkti, bet pagal 1 teorema funk-
cija yra didéjanti tokioje aibéje. Analogiskai jrodomi atvejai, kai f yra mazéjanti,
nedidéjanti arba nemazéjanti. 0O

Pazymeékime teiginiui p priesingg —p. Kadangi teiginiai p = ¢ ir -q¢ = —p yra
ekvivalentus [15, p. 51], tai i$ 2 teoremos gauname tokj teiginj.

1 iSvada. Jeigu funkcija yra néra monotoniné aibéje B, tai ji nebus monotoniné ir
aibéje A O B.

Taip pat i$ 2 teoremos gauname tokia iSvada (pastovios funkcijos atveju Zemiau
pateikti teiginiai yra akivaizdus).

2 iSvada. Jeigu funkcija yra didéjanti aibése A ir B, tai ji bus didéjanti ir aibéje
AN B. Analogiskas teiginys yra teisingas, kai funkcija yra mazéjanti, nedidéjanti,
nemazéjanti ar pastovi.

1 pastaba. Jeigu funkcija yra didéjanti aibése A ir B, tai ji nebutinai bus didéjanti ai-
béje AUB. Analogiskas teiginys yra teisingas, kai funkcija yra mazéjanti, nedidéjanti,
nemazéjanti ar pastovi.

Ar tikrai aibe iS vieno elemento ir tuscia aibe reikia jtraukti?

Palyginkime su kitomis savokomis.

Juk bijekcijos apibrézime niekas neiSmeta atvejo, kai aibéje yra tik vienas elementas,
nes pvz. galioja grazi savybé, kad bet kokia funkcija f : A — B yra bijekcija,
kai |A| = |B| < oo (Siuo atveju bijekeijos, injekcijos ir surjekeijos savokos sutampa,
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iskaitant atvejus, kai |A| = 1 arba |A| = 0). Funkcija aibéje A yra injekcija, jeigu
skirtingus elementus atvaizduoja j skirtingus, t.y.

Vay,xe € Ay # 2o = f(x1) # f(x2).

Siame teiginyje susiduriama su visiskai analogiska situacija, kuri buvo teiginyje (1),
t.y. jei |A] =1, tai gauname, kad aibéje A neegzistuoja skirtingi 1 ir xq, todel gali
kilti klausimas, ar verta injekcijos apibrézime jtraukti atveji, kai |A| = 1. Bet jeigu
paziurésime i §j atvejj is bijekcijos apibrézimo puses (béjekcija yra abipus vienareiksmis
atvaizdis), tai visiSkai akivaizdu, kad bet kokia funkcija f : {a} — {b} yra bijekcija,
t.y. atvejo, kai |A| = 1, tikrai nereikia iSmesti. Kadangi bijekcija yra tokia funkcija,
kuri turi buti injekcija ir surjekcija vienu metu, tai ir injekcijos apibrézime nereikia
iSmesti atvejo, kai |A| = 1.

Kaip dél tuscios aibés? Na, tuscioje aibéje aplamai daug savybiy galioja. Pvz.:

1. Tuscia aibé yra vienu metu atvira ir uzdara (bet kurioje topologinéje erdvéje).

2. Teiginys Vo € @ : P(z) yra visada teisingas, kur P(z) yra bet koks predikatas,
priklausantis nuo =x.

3. Tuscioje aibéje galioja uzdarumas, asociatyvumas ir komutatyvumas, todél al-
gebriné struktura (&, ) yra komutavyvi pusgrupé.

4. Tuscioje aibéje bet kokia funkcija yra: tolydi, injekcija, pastovi, didéjanti, ma-
zéjanti, nedidéjanti, nemazéjanti, monotoniné.

Taciau ne visos savybés galioja tus¢ioje aibéje. Pvz. strukturoje (&, *) néra neutra-
liojo elemento, todél ji néra monoidas, o tuo paciu néra ir grupé. Funkcija f: @ — B
néra bijekcija, iSskyrus atvejj, kai B = @.

Dar viena priezastis kodél nereikéty iSmesti atveju, kai |[A| = 0 arba |A| = 1, yra
ta, kad 2 iSvadoje gautas teiginys galioja bet kokiems aibés Dy poaibiams A ir B,
t.y. jei funkcija yra didéjanti aibése A ir B, tai ji bus didéjanti ir jy sankirtoje AN B.
Todél pvz. jei funkcija yra didéjanti intervaluose [1,2] ir [2, 3], tai ji bus didéjanti ir
siy intervaly sankirtoje {2}, t.y. aibéje i§ vieno elemento. Analogiska situacija yra ir
tuscios aibés atveju, pvz. jei funkcija yra didéjanti aibése [1, 2] ir [3, 4], tai ji turi buti
didéjanti ir aibéje [1,2] N [3,4] = @.

Jeigu tokiy atvejy nebutume jtrauke j 1 apibrézima, tai susidurtume su nepato-
gumu kalbant apie savybe aibiy sankirtoms (net ir intervaly atveju).

Juk tai yra analogiska priezastis, kodél tuscia aibé yra jtraukiama j bet kokia
topologija, nes viena i$ topologijos aksiomy yra ta, kad topologijos elementuy (t.y.
atviry aibiy) sankirta turi buti vél topologijos elementas.

Tredia priezastis yra ta, kad teiginyje (1) nereikia atskirai rupintis atvejais, kai
nelygybé x1 < z2 negalioja. Be to, tai labai gerai derinasi su analogiska situacija, kuri
yra jprasta tokiose savybése: tolydumas, injekcija, algebrinés strukturos uzdarumas,
asociatyvumas, komutatyvumas.

Ketvirta priezastis. 5.1 pavyzdyje aiskiai matosi, kodél naturalu laikyti, kad aibéje
i§ vieno tagko funkcija yra vienu metu didéjanti ir mazéjanti. Cia nereikéty painioti
su didéjimo taske savoka. Pastaroji savoka yra atskiras klausimas, kuris yra placiau
aptartas 6 skyriuje.
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5 Pavyzdziai

Panagrinékime kelis pavyzdzius.

5.1 pavyzdys

Raskite visas aibes A, kuriose funkcija f yra a) didéjanti, b) mazéjanti.
flx)=1, kaiz =2.

Sprendimas. Kad buty patogiau, nubrézkime grafika:

y
2 \{7(*)

fix) o)
1| SEpr e

Cia funkcija f yra apibrézta tik viename taske, t.y. apibrézimo sritis D; = {2}. Aibé
Dy turi tik du poaibius: @ ir {2}. a) Pagal 1 teorema abiejuose siuose poaibiuose
funkcija f yra didéjanti. b) Be to, pagal 1 teorema, Siuose poaibiuose funkcija f yra
mazéjanti.

Grafike, be funkcijos f, pavaizdavome ir kitas jsivaizduojamas funkcijas g ir h
(tokias, kad ¢(2) = h(2) = 1), kad iliustruotume, kodél aibéje {2} funkcija f gali
buti vienu metu didéjanti ir mazéjanti. Pavaizduotoje srityje (pvz. intervale [0,4])
funkcija g yra didéjanti, o funkcija h yra mazéjanti. Todél pagal 2 teorema funkcija
g yra didéjanti ir bet kokiame poaibyje, iskaitant {2}. Funkcija f yra funkcijos g
staurinys, nes Dy C Dy ir Vo € Dy @ f(z) = g(z). Todél funkcija f taip pat turi buti
didéjanti aibéje {2}. Analogiskai jsitikiname, kad funkcija f yra mazéjanti aibéje {2}
(nes f yra funkcijos h siaurinys ir funkcija h yra mazéjanti aibéje {2}).

5.2 pavyzdys
Raskite visas aibes A, kuriose funkcija f yra a) didéjanti, b) mazéjanti.

1, r=—1,
f) = {x—Z, z € [1,3).

Sprendimas. Kad buty patogiau, nubrézkime grafika:

y

o

y = f(x)
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!
N
|
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N
W
>
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Apibrézimo sritis Dy = {—1} U [1, 3). Pagal apibrézima turi buti A C Dy.
a) Reikia rasti visas aibes A C Dy, kurioms

Vo, xe € Ay < xo = f(x1) < f(x2).

Pagal 1 teorema visada galime imti A = @ ir A = {z}, kur « € Dy. IS grafiko matome,
kad dar tinka visi intervalo [1,3) poaibiai, nes juose z1 < 2 = f(x1) < f(x2). Visi
kiti aibés D poaibiai netinka, nes jtraukus —1 galésime imti ; = —1, bet jei z; = —1
ir 9 > x1, tai gausime, kad nelygybé f(x1) < f(x2) negalios.

Jeigu pasinaudosime Zymeniu 2%, kuris reiskia aibés X visy poaibiy aibe, tai $io
uzdavinio bendra atsakyma galime uzrasyti taip:

Ae{{-1}}u2lt¥).
b) Dabar reikia rasti visas aibes A C Dy, kurioms
Vo, o0 € A xy <29 = f(x1) > f(22).
Is grafiko matome, kad jei x1 = —1, tai teiginys 1 < x2 = f(z1) > f(z2) bus
teisingas su bet kuriuo x5 € [1,3). Todél funkcija f yra mazéjanti aibése {—1, x}, kai
x € [1,3). Pagal 1 teoremg dar galime jtraukti tuséia aibe ir visas aibes, turindias po
vieng elementy. Kity aibés Dy poaibiy A, kuriuose f yra mazéjanti, néra. Bendra
atsakyma galime uzrasyti taip:
Ae{otu{{z}:zeDs}u{{-1,2}:2€[1,3)}.

Mokyklose salygas galima paprasciau formuluoti. Pvz.

Pateikite dvi aibes A, kuriose funkcija f yra a) didéjanti, b) mazéjanti.

Cia atsakymas nevienareiksmis, pvz. tikty toks:
a) Al = [1,2], A2 = [173), b) Al = {—1, 1}, A2 = {—1,2}

5.3 pavyzdys

Raskite visas aibes A, kuriose funkcija f yra a) didéjanti, b) mazéjanti.
fl@)=(x+1)(3 —x).

Sprendimas. Kad buty patogiau, nubrézkime grafika:

y

L
\

w H

P
P
z

1
ZAT2 4%
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a) Si funkcija yra didéjanti intervale (—oo, 1], nes jame galioja salyga (1). Pagal
2 teorema ji bus didéjanti ir bet kuriame aibés (—oo, 1] poaibyje B. Jeigu B C (—o0, 1]
bus toks, kad jame funkcija f jgis reikSmes, mazesnes uz 3 (pvz. kai B = [-2,—1]),
tai tuomet aibéje A = BU{2} salyga (1) galios, t.y. funkcija f bus didéjanti aibéje A.
Analogiskai galime parinkti kita poaibj B C (—o0, 1] taip, kad vietoje = 2 galétume
imti kurj nors kita intervalo (1, 00) elementa, tac¢iau daugiau kaip vieno Sio intervalo
elemento negalime jtraukti. Tokiu budu nusakéme taisykle, pagal kuria galime gauti
visas ieskomas aibes, kuriose funkcija f yra didéjanti.

Bendra atsakyma galime uzrasSyti taip:

Ae 2(_“’1]U{Bu{x} : B C (—00,1],z € {x2 € (1,00) : Va1 € B: f(21) < f(22)}}.

Cia patenka ir aibés {2}, kai z € (1,00), nes jei B = @, tai BU{z} = {} ir pagal
(4) gauname, kad

{zy € (1,00) : Vz1 € B: f(z1) < f(z2)} = (1,00).

b) Analogiskai gauname tokj bendra atsakyma:
Ae2b>®y {{z}UB:BC[l,00),x € {21 € (—00,1) : Va3 € B : f(z1) > f(z2)}}.

Mokykliniame lygyje galima spresti pvz. tokj uzdavinj.
Raskite 5 aibes A, turincias skirtinga kiekj elementy, kuriose funkcija

flz) =(z+1)3—=x)

yra a) didéjanti, b) mazéjanti.

Vienas i$ galimy sio uzdavinio atsakymuy:

a) A = g, A = {0}’ A3 = {07 1}7 Ay = {727 7132}3 A5 = [07 ”
b) A1 =@, Ay = {0}, A5 ={0,3}, A4 ={1,2,3}, A5 = {0} U[3,4).

5.4 pavyzdys
Funkcija f pateikta grafiku:
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Pateikite 3 aibes A, turinéias daugiau kaip 1 elementa, kuriose funkcija f yra a) di-
déjanti, b) mazéjanti. c) Ar tiesa, kad $i funkcija yra mazéjanti aibéje [—6,—2) U
[-1,2]?

Vienas i8 galimy sio uzdavinio atsakymuy:

a) Ay ={-3,-1}, Ay ={-3,3}, A3 = {-3,-1,3};

b) Ay =[-6,—4], Ay = [-6,-2), A3 =[-1,2];

¢) ne, nes pvz. jei 1 = —3 ir 25 = 0, tai 21,22 € [—6,—2)U[—1,2] ir 21 < 29, bet

fz1) = —1,2 < f(w2) = 0 (o turéty buti f(xz1) > f(z2)).

5.5 pavyzdys

Pateikite pavyzdj neapréztos aibés A, kurioje funkcija
f(z) = sin(z)

yra a) didéjanti, b) mazéjanti, c) nemazéjanti, d) nedidéjanti, e) pastovi.

Sprendimas.
a) Funkcija f yra didéjanti intervale [0, 7], be to, ji yra periodiné aibéje R, todél
galime konstruoti aibe taip: i$ pradziy intervale [0, 7] parenkame didéjancia seka,

pvz. xzp = (1 — 2%)% Tuomet seka f(z)) bus taip pat didéjanti ir ji nepasikeis, jeigu

funkcijos f argumente bus pridétas periodo kartotinis, pvz. taip: f(zy +2kw). Be to,

aibeé
1\7m
a={(1-2)5 aurcren)

yra neaprézta (t.y. neegzistuoja toks skaicius a > 0, kad Vo € A : |z| < a). Vadinasi,
$i aibé tinka, nes Sioje aibéje funkcija f yra didéjanti.
b) Analogiskai gauname, kad neapréztoje aibéje

1\«
A—{(22k>2+2k7r:k€N}

funkcija f yra mazéjanti.
¢) Funkcija f yra nemazéjanti kiekvienoje aibéje, kurioje ji yra didéjanti, bet
pateikime kita pavyzdj:
T
A:{O}u{2+2lm:keN}.
d) Analogiskai, funkcija f yra nedidéjanti pvz. aibéje:
7r
A= {Q}U{kﬂ:kEN}.
e) Funkcija f yra pastovi pvz. aibéje:
A={kr:keZ}.
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5.6 pavyzdys

Raskite visas aibes A, kuriose funkcija

yra a) mazéjanti, b) didéjanti. ¢) Ar funkcija f yra mazéjanti savo apibrézimo srityje?

Sprendimas. Kad buty patogiau, nubrézkime grafika:

H N Wb

Apibrézimo sritis Dy = (—00,0) U (0, c0).

a) Funkcija f yra mazéjanti intervale (—oo,0), nes jei z; < x9 < 0, tai -

Z1

1
> ==
T2
t.y. f(z1) > f(z2). Pagal 2 teorema ji yra mazéjanti ir bet kuriame aibés (—o0, 0)
(0,00) poaibyje. Be to, pagal 1 teorema, reikia jtraukti aibe @ ir aibes {z}, kai
x € Dy, taciau visi Sie aibés Dy poaibiai bus aibés (—oo, 0) arba aibés (0, co) poaibiai,
t.y. juos jau jtraukéme. Kity aibés Dy poaibiy, kuriuose funkcija f yra mazéjanti,

néra. Gavome grazy bendra atsakyma:

A g 2(=20:0) | 2(0,%0)

b) Pastebime, kad (1) salyga galioja tik tuomet, kai aibéje A yra nedaugiau 2
elementy, nes jeigu |A| > 2, tai 31,22 € A tokie, kad 21, x5 € (—00,0) arba 1,25 €
(0, 00), taciau abiem $iais atvejais buty f(z1) > f(z2) ir todél funkcija f negaléty buti
didéjanti aibéje A. Jeigu |A| = 2, x1,22 € A ir 21 < x2, tai nelygybeé f(z1) < f(x2)
galioja tada ir tik tada, kai 21 € (—00,0) ir 25 € (0,00). Pagal 1 teorema atvejus, kai
|A| € {0, 1}, visada jtraukiame. Taigi, bendras atsakymas yra toks:

AcoU{{z} v e D} U{{z1, 22} : 21 € (—00,0), 22 € (0,00)}.

¢) Apibrézimo srityje Dy = (—00,0) U (0, c0) funkcija f néra mazéjanti, nes pvz.
z1=—1€ Dy, xz9=1€ Dy, x1 < xg, tafiau f(z1) < f(z2), t.y. 1 apibrézimo salyga
mazéjanciai funkcijai negalioja. Kitas budas yra pasinaudoti a) dalies atsakymu ir
pastebéti, kad Dy ¢ 2(=°2:0) y 2(0:%0),

Sis pavyzdys yra ypaé jdomus tuo, kad ¢ia turime atveji, kai Vo € Dy : f/(x) <0,
taciau aibéje Dy funkcija f néra mazéjanti.
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6 Ar funkcija gali buti didéjanti taske?

Funkcijos didéjimas ar nedidéjimas taske priklauso nuo to, kokios aibés atzvilgiu yra
nagrinéjamas funkcijos kitimas. Pvz. funkcija

f(@) = (@ +1)(5—x)

aibéje (—o0, 2] yra didéjanti, todél galima buty laikyti, kad pvz. taske 2 = 1 funkcija
f yra didéjanti. Tadiau §i funkcija aibéje {1,4} yra maZéjanti, todél galima buty
laikyti, kad taske z = 1 funkcija f yra mazéjanti.

Sis neatitikimas rodo, kad funkcijos didéjimo taske klausimas yra aplamai neko-
rektiskas, jeigu nenurodyta aibé, kurios atzvilgiu yra nagrinéjamas funkcijos kitimas.
Todél galima buty jvesti tokj apibrézima (jo nepavyko rasti Saltiniuose).

3 apibrézimas. Tarkime, kad A C Dy C R. Funkcija f vadinama didéjancia taske
x € A aibés A atzvilgiu, jei funkcija f yra didéjanti aibéje A.

Analogiskai apibréztume funkcijos mazéjima, nemazéjima ir nedidéjimag taske.
Dabar galétume paaiskinti kodél pvz. funkcija

f(@) = (z+1)(5 - =) (5)

taske x = 2 gali buti vienu metu didéjanti ir mazéjanti taske. Butent, funkcija f yra
didéjanti taske z = 2 pvz. aibés (—oo, 2] atzvilgiu ir yra mazéjanti taske x = 2 pvz.
aibés [2, 00) atzvilgiu.

Taciau kai kurie autoriai didéjima taske apibrézia taip [3, p. 205], [14, p. 217

4 apibrézimas. Funkcija f yra didéjanti taske xg, jei egzistuoja 6 > 0 toks, kad
xo—0 <z <mp= fa) < flrg) iIr mo<z<x0+0= f(10) < f().
Analogiskai apibréziama funkcija, mazéjanti taske.
RySys tarp 3 ir 4 apibrézimy yra toks:

1) jei f yra didéjanti taske pagal 4 apibrézima, tai f yra didéjanti taske ir pagal 3
apibrézima, pvz. aibés A = {zg — 3, 20,20 + 3} atzvilgiu (netgi aibés A = {xo}
atzvilgiu, bet ji nejdomi);

2) jei f néra didéjanti taske pagal 4 apibrézima, tai ji néra didéjanti taske ir pagal
3 apibrézima, pvz. aibés A = {a, zq, b} atzvilgiu, kur a < xq ir b > x yra tokie,
kad f(a) = f(xo) arba f(zg) = f(b) (jei tokie a ir b neegzistuoty, tai f buty
didéjanti taske pagal 4 apibrézima).

Pagal 4 apibrézima funkcija (5) néra didéjanti (ar mazéjanti) taske x = 2. Ta pati
atsakyma gauname ir 3 apibrézimo prasme, pvz. aibés A = {1, 2,3} atzvilgiu.
O kaip dél iSvestinés panaudojimo, jei ji egzistuoja?

Jeigu f'(zp) > 0, tai i§ to neisplaukia, kad pakankamai mazoje tasko xy aplinkoje
A = (xzg—e,x0+¢) funkcija f bus didéjanti aibéje A, nes egzistuoja funkcijos, kurios
yra diferencijuojamos visur, taciau jokiame intervale néra monotonineés [5, 17].
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Tadiau pvz. knygoje [3, p. 206] yra jrodytas teiginys, kad jei f’(xg) > 0, tai
4 apibrézimo prasme funkcija f yra didéjanti taske xg.

Jeigu Vzqy € (a,b) : f'(x0) > 0, tai funkcija aibéje (a,b) yra didéjanti [12, p. 158]
(pastarajam teiginiui funkcijos didéjimo taske savoka nereikalinga).

Bet gali buti ir taip, kad Vx € A : f'(x) > 0, taciau funkcija aibéje A néra
didéjanti. 5.6 pavyzdyje yra pateiktas analogiSkas teiginys: Vo € A : f'(z) < 0,
tac¢iau funkcija aibéje A néra mazéjanti.

Siek tiek plac¢iau apie visur diferencijuojamas ir jokiame intervale
nemonotonines funkcijas

1976 m. C.E. Weil pateiké idomy jrodyma apie tokiy funkcijy egzistavimg naudojant
Bero kategorijas [17] (Sis 2 puslapiy straipsnis yra laisvai prieinamas).

1974 m. Y. Katznelson and K. Stromberg straipsnyje [5] teigiama, kad Kopcke
(1889) pateike pirmajj tokios funkcijos konstruktyvy pavyzdj, o patys [5] straipsnio
autoriai sukonstravo anot jy zymiai paprastesnj pavyzdj, kurj pabandysime placiau
aptarti. Pateiksime minétame straipsnyje jrodyta teoremg ir iSvada iS tos teoremos
(teoremos jrodymui naudojamos 5 lemos, kuriy nepateiksime).

3 teorema. Tarkime, kad {ai,as,...} ir {B1,B2,...} yra nesikertantys skaitieji ai-
bés R poaibiai. Tuomet egzistuoja visur diferencijuojama funkcija F : R — R, kurt
tenkina sqlygas:

1.Vj: F/(Oéj) = 17F/(6j) <1,
2.Vzx:0< F'(x) < 1.

Pati 3 teoremoje esancios funkcijos F' konstrukcija yra pateikta lemose ir yra tokia
(salygos, kurias turi tenkinti parametrai, yra pateiktos [5]):

+oo ¥
F(z) = U, (t) dt,

kur

mMn

Un(@) = c;(1+|N(@ = ay)])

Jj=1

1
2

3 iSvada. Egzistuoja visur diferencijuojama funkcija H : R — R tokia, kad ji jokiame
intervale (turinciame daugiou kaip 1 elementq) néra monotoniné ir H' yra apréita.

Irodymas. Tarkime, kad {aq, as,...} ir {81, e, ...} yra nesikertantys skaitieji ir vi-
sur tirsti aibés R poaibiai. Remiantis 3 teorema egzistuoja visur diferencijuojamos
funkcijos funkcijos F': R — R ir H : R — R tokios, kad

Fl(aj) = Gl(ﬁ]) =1, G/(aj) < LF/(/Bj) <1,
0<F'(z)<1, 0<G'(z)<1
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su visais j ir z. Imkime H = F' — G, tuomet

H'(ay) >0, H'(B;) <0,
-1<H'(r)<1

su visais j ir . Kadangi aibés {aq, s, ...} ir {81, Ba,...} yra visur tirStos aibéje R,
tai H negali buti jokiame intervale, turinc¢iame daugiau kaip 1 elementa, monotoniné.
]

7 Kas yra funkcijos didéjimo intervalas?

Kai kurie autoriai funkcijos didéjima apibrézia tik intervalams. Mokyklose, nustatant
funkcijos didéjima, turimas omenyje funkcijos didéjimo intervaly radimas. Taciau ter-
mino didéjimo intervalas tikslaus apibrézimo literaturoje rasti nepavyko.

Semantikos prasme yra naturalus toks apibrézimas: jeigu A yra intervalas ir jeigu
funkcija aibéje A yra didéjanti, tai A vadinamas didéjimo intervalu.

Taciau toks apibrézimas nesiderina su tuo, kuris paprastai naudojamas mokykloje,
nes pvz. pagal 1 apibrézima funkcija (5) yra didéjanti ne tik intervale (—oo, 2], bet
ir intervaluose (—o00,2), (—1,2], [-3,0] ir t.t. Ar tikrai juos visus galime vadinti
didéjimo intervalais? Mokyklose paprastai turimas omenyje ,plac¢iausias® intervalas
(be to, kartais reikalaujama, kad tas intervalas buty atviras, pvz. [6, p. 179]).

Taciau kas yra placiausias intervalas, kuriame funkcija didéja? Kvadratinés funk-
cijos atveju tokj intervala is tiesy galime vienareikSmiskai apibrézti. Pvz. funkcijai (5)
toks intervalas yra (—oo, 2], o jeigu papildomai pareikalausime, kad tai buty atviras
intervalas, tai tuomet atsakymas bus (—o0, 2).

Bet jeigu nagrinésime pvz. funkcija

f(@) = (z = 3)z(z +5)

tai gausime du ,placiausius” intervalus, kuriuose si funkcija yra didéjanti: (—oo, —3] ir
(%, oo]. Sie intervalai yra vienodai platus, nes abu begalinio ilgio. Bet galima pateikti
ir baigtinio ilgio vienody ,plac¢iausiy didéjimo intervaly* pavyzdj. Pvz. funkcijos

f(z) = —62° + 15z + 1023 — 3022

iSvestiné yra
f(x)=3012—2)(z—1)z(z+1)

ir todél funkcija f yra didéjanti ,placiausiuose” intervaluose [—1,0] ir [1,2], bet jie
abu yra vienodo ilgio.

Galbut galima buty jvesti pvz. termina lokaliai placiausias didéjimo intervalas.
Tuomet tokiy intervaly galés buti ne vienas ir jie nebutinai turés buti vienodo ilgio.
Pabandykime pateikti apibrézima.

5 apibrézimas. Jeigu 1) A C Dy yra intervalas, 2) funkcija f aibéje A yra didéjanti ir
3) neegzistuoja intervalas B C Dy toks, kad A C B ir f buty didéjanti intervale B,

tai A vadinamas funkcijos f lokaliai placiausiu didéjimo intervalu.
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Funkcijos lokaliat placiausius didéjimo intervalus galime sutrumpintai vadinti funk-
cijos didéjimo intervalais. Turbut butent Sia prasme mokyklose naudojamas Sis ter-
minas.

Taciau ar didéjimo intervalai turi buti butinai atviri? Mes galime jvairius apibré-
zimus jvedinéti, taciau jie turi nepriestarauti 1 apibrézimui.

Butent, teigti, kad ,,intervalai, kuriuose funkcija yra didéjanti, mazéjanti ar pasto-
vi, visada yra atviri® [6, p. 179], yra netiesa (tuo jau jsitikinome auks¢iau pateiktuose
pavyzdziuose).

Be to, zinomas mokyklinés matematikos specialistas Hung-Hsi Wu savo knygoje

irodo, kad pvz. funkcija sin(z) intervale [-F, 7] yra didéjanti [18, p. 90].

8 Apibrézimy klasifikacija

Kai kurie autoriai vietoje nemazéjanti funkcija sako didéjanti funkcija, o vietoje di-
déjanti funkcija sako grieztai didéjanti funkcija. Analogiska situacija yra ir su nedi-
déjancia, bei maZéjancia funkcija. Palyginkime jvairiy autoriy naudojamus terminus
2 lenteléje:

2 lentelé.

Autoriai
[7, 8,9, 10, 12, 14] [2, 4, 11, 13]

z1 <z2 = f(z1) < f(z2) didéjanti grieztai didéjanti
1 < x2 = f(x1) > f(zr2) maZéjanti grieZtai mazéjanti
21 <x2 = f(z1) < f(zr2) nemazéjanti didéjanti
1 < x2 = f(x1) = f(x2) nedidéjanti mazéjanti

Dabar suskirstyme autorius pagal tai, kokiai aibei A yra suformuluotas apibrézi-
mas: 1) intervale, 2) visoje apibrézimo srityje ar 3) bet kokiame apibrézimo srities
poaibyje (zr. 3 lentelg). Antras ir treCias atvejai nedaug skiriasi, nes jeigu funkcija yra
apibrézta kokioje nors aibéje, tai ji yra apibrézta ir bet kuriame tos aibés poaibyje,
taciau ¢ia jau buty nagrinéjama kita funkcija — tos funkcijos siaurinys.

3 lentelé.
Autoriai
[3, 8,12, 14] [2, 4, 7, 10, 11, 16] [9, 13]
Intervale visoje apibrézimo srityje  bet kokiame apibrézimo srities poaibyje

Kai kurie autoriai vietoje 1 < za = f(x1) < f(x2) rafo 1 < 22 = f(x1) <
f(x2), tadiau atvejo w1 = x5 jtraukimas yra perteklinis, nes visada zy = xy =
f(xz1) = f(x2). Analogiska pastaba yra teisinga ir maZéjancios, nemazéjancios ar
nedidéjancios funkcijos atvejais.
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SUMMARY

Definition of an increasing function

R. Vilkas

Some nuances of applications of the general definition of an increasing (decreasing, non-decreasing,
non-increasing) function are discussed. The question of concern to teachers is answered: can a func-
tion be increasing not only on an open interval?
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