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1 MiSrusis skai¢ius ar miSrioji trupmena?

Lietuviskuose vadovéliuose yra paplites terminas misrusis skaicius, taciau angliskoje
literaturoje naudojami abu terminai:

— mized number [7, p. 225],
— mized fraction [6, p. 1925].
Pagal savokos esme, manau, kad geriau tinkantis terminas yra misrioji trupmena
dél Siy priezasciy:
1) Skaiciaus uzraSymo formos: paprastoji trupmena g, misrioji trupmena 2%, desim-
tainé trupmena 2,5.
2) Atskiras grandininés trupmenos [1, p. 75] (continued fraction [6, p. 539])

n 1
q0 . 1
qQ+—
q+ ...
. L 1 : s 1
atvejis yra grandininé trupmena gy + —, kuri sutampa su misriaja trupmena gy—.
q1 a1
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3) Paprastai zodis skai€ius kartu su jvardziuotiniu budvardziu naudojamas, kai no-
rime pasakyti aibe, kuriai tas skaic¢ius priklauso, pvz. realusis skaicius, sveikasis
skaicius ir pan. Tacéiau misriyjy skaiciy aibés termino néra ir negali buti, nes pvz.
skaicius 2% yra misrusis, o skaiCius g néra misrusis, nors jie abu yra tie patys
racionaliyjy skaiciy aibés elementai. Misrusis skaic¢ius yra tik viena is skaiciaus
uZrasymo formuy.

2 Kas yra misrusis skaicius?

O koks gi yra misriojo skaic¢iaus apibrézimas? Pasirodo, kad néra visuotinai priimto
apibrézimo.

Zinomas mokyklinés matematikos specialistas Hung-Hsi Wu [7, p. 225] pateikia
tokj apibrézima:

1 apibrézimas. In general, for a whole number ¢ and a proper fraction 7, the notation

" stands for g+ -
qe stands 1or q g,

and it is called a mixzed number.

A whole number yra neneigiamas sveikasis skaicius [7, p. 3], t.y. nulis Siai aibei
priklauso.
1 apibrézimo niuansai:

1) Vadinasi, 0% =0+ % yra taip pat misrusis skai¢ius (nors autorius tokiy pavyzdziy
nenagrinéja, t.y. §i vieta yra neaiski).

2) IS ten, t.y. [7], pateikto konteksto susidaro jspudis, kad misrieji skai¢iai néra
neigiami (nors autorius aplamai neigiamas trupmenas jveda tik 376 puslapyje,
ta¢iau nieko apie neigiamus misriuosius skaic¢ius nepavyko rasti).

3) Aigku yra tai, kad miSriajame skaiciuje yra reikalaujama, kad trupmena buty
taisyklingoji, t.y. r < £.

4) Sveikieji skaiciai negali buti iSreik$ti miSriuoju skai¢iumi (nes panasu, kad H. Wu
taisyklingomis trupmenomis laiko tik teigiamas, t.y. nelygias nuliui).

Vienoje i8 matematikos enciklopedijy [6, p. 1925] yra toks apibrézimas:

2 apibrézimas [Mixed Fraction]. An improper fraction % > 1 written in the form n+ <.

In common usage such as cooking recipes, n+- % is often written as n< (e.g., 1%); much
to the chagrin of mathematicians, to whom nZ means “; not n + %.

2 apibrézimo niuansai:

1) Aiskiai matome, kad misrieji skaiciai gali buti tik teigiami (nes turi buti > 1).

2) Pagal §j apibrézima O% néra misrusis skaicius (nes turi buti > 1).

3) Tadiau skai¢ius 0% jau galbut gali buti miSrusis skaifius (neaiski vieta, nors is
konteksto susidaro jspudis, kad % turéty buti taisyklingoji trupmena).

4) Sveikieji skaiciai negali buti iSreik$ti misriuoju skaic¢iumi, jei reikalaujame, kad
£ # 0 (nors toje enciklopedijoje taisyklingomis vadina tokias trupmenas, kurios
tenkina nelygybe £ < 1 ir nepasakyta, kad pvz. 7 > 0, todél i$ tikryjy neaisku).
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Panasus j 2 apibrézima yra pateiktas Encyclopedia Britannica:
https://www.britannica.com/science/fraction

Zymiojo mokyklinés matematikos zinyno autorius M. Vygodskis [5, p. 84] (rusis-
koje 1982 mety versijoje apibrézimo tekstas nepasikeites) pateikia tokj apibrézima:

3 apibrézimas. Skaicius, kurj sudaro sveikasis skai¢ius ir trupmena (pavyzdziui, 9%),
vadinamas misriuoju. Misriojo skaiciaus trupmeniné dalis gali buti ir netaisyklingoji
trupmena, pavyzdziui, 715—3. Tuomet i$ trupmeninés dalies galima isskirti didziausia
sveikaji skai¢iy ir misryjj skaic¢iy perdirbti taip, kad trupmeniné dalis buty taisyklin-
goji trupmena (arba visai iSnykty).

3 apibrézimo niuansai:

1) Cia neaisku, ar misrieji skai¢iai gali biiti tik teigiami.

2) Cia 05 yra miSrusis skaicius (nors tokiy pavyzdziy nepateikta, todél neaisku).

3) IS paskutinio sakinio skliausteliuose esancio komentaro isplaukia, kad visi natura-
lieji skaiciai gali buti uzrasomi kaip misrieji, pvz. 3 = 3% = 1% = 1% (kadangi
tokiu pavyzdziy nepateikta, tai $i vieta lieka neaiski).

Rusiskoje 5 tomy enciklopedijoje néra misriyju skaiciy, o Sioje [3, p. 549] rusiskoje
enciklopedijoje yra toks apibrézimas:

4 apibrézimas. MiSrusis skai¢ius — skaicius, turintis sveikaja ir trupmening dalj, pvz.
2%, —6%. O 213 puslapyje yra dar toks sakinys: netaisyklingoji trupmena gali buti
isreiksta per sveikojo skai¢iaus ir taisyklingosios trupmenos suma (misryjs skaiciy).

4 apibrézimo niuansai:

1) Pagal §j apibrézima misrieji skaiCiai gali buti ir neigiami (nes pateiktas toks pa-
vyzdys).

2) Cia 0% néra misrusis skai¢ius, nes jis ,neturi sveikosios dalies* (formuluoté galéty
buti aiskesné, nes ¢ia galima ir kitaip interpretuoti).

3) Cia sveikieji skaiGiai negali biiti uzrasomi kaip misrieji skaiciai, nes jie ,neturi
trupmeninés dalies®.

4) Cia skaicius 2% néra misrusis, nes skaicius % néra trupmeniné dalis, nes % ¢ [0,1).

5 klaseés vadovélyje [4, p. 104] yra toks apibrézimas:

Skaicius 3% turi sveikajq ir trupmening dalj. Tokie skaiciai va-
dinami miriaisiais skailiais.

Buvo galima radyti, kad kiekvienas berniukas gaus po 3,5 sal-
dainio.

» 39«
Sveikoji dalis A Trupmeniné dalis

Misrusis skaicius

http://www.journals.vu.lt/LMR


https://www.britannica.com/science/fraction
http://www.journals.vu.lt/LMR

Ar reikia misriyjy skaiciy? 117

Kadangi tai yra vienintelis i$ tirty Saltiniy, kuriame skaic¢ius 3,5 yra laikomas
misriuoju, tai laikome, kad Sis apibrézimas yra neteisingas (nors formuluoteé i$ esmeés
sutampa su 4 apibrézimu, tik jo interpretacija yra neteisinga; ¢ia tuo paciu yra kritika
ir 4 apibrézimui, nes jis leidzia tokias interpretacijas).

Vikipedijoje (ziuréta 2023-07-10) https://en.wikipedia.org/wiki/Fraction yra toks
apibrézimas (iSrinkti esminiai sakiniai):

5 apibrézimas. A mixed numeral (also called a mized fraction or mized number) is a
traditional denotation of the sum of a non-zero integer and a proper fraction (having
the same sign). Negative mixed numerals, as in —2%, are treated like — (2 + %) Any
such sum of a whole plus a part can be converted to an improper fraction by applying
the rules of adding unlike quantities.

5 apibrézimo niuansai:

Pagal 8} apibrézima misrieji skaiciai gali buti ir neigiami.
Skai¢iai 03, 02 néra misrieji, nes sveikoji misriojo skai¢iaus dalis turi buti nenuliné.
3

Sveikieji skaic¢iai negali buti uzrasyti misriuoju skaic¢iumi. Nors jdomu, kad nenu-
liniai sveikieji skaic¢iai tenkina 3 i$ 4 salygy, esanciy siame apibrézime, t.y. tegul
n=mn-+ % = n%, tuomet: 1) n # 0, 2) % yra taisyklingoji trupmena (nes pagal
Vikipedija taisyklingosiomis laikomos visos paprastosios trupmenos, kuriy modulis
mazesnis uz %)), 3) gautas miSrusis skaicius n% gali buti isreikstas netaisyklingaja

trupmena: n7 = 7, 4) taciau salyga, kad démenys n ir % turéty ta patj zenkla yra

netenkinama (nes nuliui Zenklas yra neapibréztas).

)
)

3) Skaicius 2% néra misrusis, nes T néra taisyklingoji trupmena.
)

Isvada. Panasu, kad Vikipedijoje esantis apibrézimas yra butent toks, kurj mes nau-
dojame, tik ji reikéty aiskiau suformuluoti. Taciau Sio straipsnio tikslas yra tam tikra
prasme priesingas, t.y. pabandyti argumentuoti, kodél misriyjy skaiciy savokos apla-
mai nereikia naudoti (ir ¢ia kalbame ne apie termina, o apie pacia savoka).

3 Priezastys, dél kuriy misriyjy skaiciy reikéty nenaudoti

Siame skyriuje isvardinsime priezastis, dél kuriy misriyjy skai¢iy (ar misriyjy trup-
menuy) nereikéty naudoti bent jau vyresnése klasés. Galbut pradinése klasése galima
naudoti, tac¢iau gimnazijose tikrai reikéty atsisakyti. Pabandysime Sia mintj argu-
mentuoti.
3.1 Néra aiskaus apibrézimo
Jau jsitikinome, kad visuotinai priimto misriojo skai¢iaus apibrézimo néra. Todél tai
yra viena i$ priezasciy Sios savokos nenaudoti.
3.2 PrieStaringas Zzymuo
Jeigu turime dydj

ab
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tai pagal nutyléjima mes suprantame, kad tai yra
a-b.
Taciau jeigu vietoje a paraSysime 2, o vietoje b parasysime %, tai jau gausime dydj

23
4

kuris atrodo visiskai taip pat, kaip ir misrusis skaicius

3
2—
43

bet pastarasis yra suma
24 —.

Todél turime priestara!

3.3 Zymuo klaidinantis
Misrusis skaic¢ius yra suma dviejy skaiciy ir zinome, kad visada galioja lygybé
a+b=>b+a.

Taciau naudojant misriuosius skaicius gauname stai ka:

B2 =341 =2
= -

1, 1
5= t3#53=53

T.y. miSriojo skaiciaus zymuo yra klaidinantis, nes gavome, kad 3% #* %3, nors
1 11
3.4 Metodinis mokiniy klaidinimas, 1 dalis, daugybos rasymas

Mokiniai (taip pat ir studentai) daznai painioja Siuos dalykus.
Daromos abi klaidos:

o tiek misryjj skaiciy supranta kaip sandauga, t.y. 3% =3 %;
o tiek naturaliojo skaic¢iaus ir racionaliojo skai¢iaus sandauga traktuoja kaip mis-
ryji skaiciy, t.y. 3- % = 3%.
3.5 Metodinis mokiniy klaidinimas, 2 dalis, pliuso nerasymas

2022 mety rugséji kai kurie mano devintokai, spresdami iracionalumo panaikinimo
vardiklyje uzdavinj, paskutinj veiksma uzrasé taip:

... =245 =2V5.

Buvo net 8 mokiniai i§ 61, kurie taip uzrase! Jie paaiskino savo logikg: ,tai ¢ia tas
’ 9
pats kalp su misriaisiais skaiciais“.
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3.6 Metodinis mokiniy klaidinimas, 3 dalis, mokiniy darbai

Turime misriyjy skaiciy squokos pasekme — pliuso nerasymq bet kokiuose reiskiniuose!
Pvz. Siame sprendime (¢ia reikéjo suprastinti reiskinj) gautas galutinis atsakymas
buvo teisingas, bet sprendimas neteisingas, nes nebuvo rasomas pliuso zenklas:

r-‘\kl 41

'\&}1‘

U

Esmeé ta, kad Sios klaidos néra retos. Pvz. kitas mokinys padaré visiskai analogiska
klaida (nors galutinis atsakymas yra taip pat teisingas):

= be—|- Y4 —2

AR —F
1Al
PP e e o O R e S8 /5 B
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O ¢ia turime kitokia misriyjy skaic¢iy naudojimo pasekme — daugianario koeficien-

tas uzrasytas misriuoju skaiciumi:

aRIERSaum:
k= '%%
JoILF A
EEr AL

RDENEMEE
I ETRANNIA
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Cia formaliai klaidos néra, bet matematikai taip neraso. Be to, §is uzrasas yra
netinkamas dar ir todél, kad reigkinyje 1%:1: gali buti neaisku kokios yra operacijos
tarp ¢ia esanéiy triju dydziy, t.y. ne visi mokiniai mato, kad ¢ia yra (1 + %) - T

3.7 Ne visada galime apskliausti?

Juk matematikoje esame jprate, kad bet kokj objekta galime apskliausti paprastaisiais
skliausteliais ir nuo to reikSmeé nepasikeicia (iSskyrus kai kuriuos specifinius atvejus,
kuriuose paprastieji skliausteliai turi visai kita prasme). Pvz:

(-l ()

Taciau naudojant misriuosius skaicius gauname keista iSimtj:

3 .3 3 3
2+4_24¢2(4>_2-4.

3.8 Misrieji skaiciai néra paprasciausia trupmenos israiska

Pvz. trupmena 2 yra paprastesné uz trupmeng 12

3 £, nes pirmajai trupmenai uZrasyti
reikia dviejy skaiciy, o antrajai trupmenai reikia trijy skaiciy.
Be to, trupmena ¢, kai a € Z ir b € N, yra vad. paprastgja.
Taigi, net ir semantikos prasme paprastosios trupmenos yra kazkas paprasciau
negu misriosios trupmenos, t.y. misrieji skaiciai.
Todél, jeigu uzdavinio salyga yra suprastinkite, tai atsakymas turéty buti skaicius
g, o ne skaicius 1%.

3.9 Neapskaic¢iuota

Jeigu galutinis atsakymas yra uzrasytas taip
142,

tai sakome, kad neapskaiciuota iki galo.
Analogiskai, jeigu vietoje 2 parasysime %, t.y.

2
14+ -,
3
tai taip pat bus neapskaiciuota, t.y. 1% yra neapskaiciuotas iki galo rezultatas.

Apskaiciuota bus tuomet, kai bus parodyta, kad yra gautas racionalusis skai¢ius
pagal viena is jo apibrézimy:

§G{m:mél,neN} Q.

3 n
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3.10 Misrieji skai¢iai yra labai nepatogi forma

Juk misriuosius skaic¢ius yra labai nepatogu sudauginti ar padalinti. Pvz.:

12 24_ 1+2 2+4 5 14_14_42
3 "5 3 5/ 3 5 3 3

O paprastgsias trupmenas yra ypac patogu sudauginti ar padalinti. Pvz.:

514 _ 1
3 5 3

Atimties veiksmas komplikuoja situacija misriyjy skaiciy atveju, nes jeigu atéminio
trupmeniné dalis yra didesné uz turinio trupmening dalj, tai reikia papildomai atlikti
»skolinimasi“:

3 2 3 2.4-3-3 1 ) 12 1 +117111
3.4 12 12 12 12 127

2
L 12 _3_142_2_9
33 1 3 +3 1 +

Dabar palyginkime ta patj veiksma su paprastosiomis trupmenomis:
11 7 11-4-7-3 23
34 3.4 12
Bet net ir sudéti paprastasias trupmenas yra patogiau, nes misriyjy skaiciy atveju
reikia papildomo veiksmo su sveikaja dalimi:

2 3 2-4+3-3 17 5 5
12422 =1 LY 34 =34 14— =4—.
ST =42+ = 3+ 5 =3+1+ 5 =45

Dabar palyginkime ta patj veiksmg su paprastosiomis trupmenomis:

5 11 5:4+3-11 53

3717 T 31 1
Paprastyjy trupmeny privalumas yra dar ir tas, kad jeigu trupmenose atsiranda
raidés skaitiklyje ar vardiklyje, tai sumos formulé nesikeicia, pvz.

5 x S5-y+3-x

3y 3.y

3.11 Sudauginkite matricas

Jeigu dar nejtikinau, tai pasakykite, kurias matricas yra lengviau sudauginti

1 1 1 1 1 1
-1z 23 -l —1l3 23 13
1 12 1 12
32 12 13 32 12 13
4L 11 _q1 4L 11 _q1
2 2 2 2 2 2
ar

3 1 _3 3 1 _3
7 %5 7 % 5,

B S 2o 82 %

2 2 2 2 2 2
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3.12 Misrieji skaiCiai nepatogus ir kai skaitiklis yra didelis skaic¢ius

InZinieriui pvz. skaicius % yra patogesnis, negu skaic¢ius 6497 725%, nes inzinie-

riui dazniausiai reikalingas apytikslis skaicius, o skai¢iavimams naudojant kompiuterj
yra patogiau jvesti tik skaitiklj ir vardiklj, negu tris skaicius, kurie sudaro misryji
skaiciy.

3.13 Misrieji skai¢iai néra naudojami

Eile mety teko déstyti jvairius matematikos kursus LEU ir KTU, o tuo paciu analizuoti
daug jvairiy vadovéliy ir uzdavinyny.

Praktiskai niekur misrieji skaic¢iai nenaudojami. Pasitaikydavo vienas kitas uz-
davinio atsakymas su misriuoju skaic¢iumi, bet absoliuti dauguma autoriy ju isvis
nenaudoja.

Jau nekalbant apie mokslinius matematikos ar kity sriciy straipsnius, jus nei vie-
name straipsnyje nerasite nei vieno misriojo skaiciaus.

Teko apzvelgti nemazai tarptautinio bakalaureato matematikos knygy ir ten mis-
rieji skaiciai pasitaiko retai. Pvz. knygoje [2, p. 2] Sitaip rekomenduojama uzraSyti
atsakymus:

Note

If the question asks you to give your answer exactly, you may write,
forexample: 134, mt, Jf, ? and so on. Do not give a rounded decimal

as your answer if the question asks for an exact answer.

Tai reiskia, kad prestizinése pasaulio mokyklose néra rekomendacijos atsakyma uzra-
Syti miSriuoju skaiCiumi (ir i$ tiesy, Sioje knygoje nepavyko rasti nei vieno misriojo
skaiCiaus, nors galutiniuose atsakymuose netaisyklingyju trupmeny yra nemazai).

3.14 MiSriyjy skaic¢iy rekomenduojama nenaudoti

Zymus mokyklinés matematikos specialistas Hung-Hsi Wu knygoje [7, p. 225] reko-
menduoja misriyjy skaiciy nenaudoti:

Please be warned that the symbolic notation for a mired number is a confusing one,
because q7 suggests the product of q and 7. Our advice is to avoid using it whenever
possible.

Zinomas enciklopedistas Eric W. Weisstein matematikos enciklopedijoje [6, p.
1925] taip pat rekomenduoja misriyjy skaic¢iy nenaudoti:

Mixed Fraction. An improper fraction ’qi > 1 written in the form n + £. In common

usage such as cooking recipes, n + £ is often written as n% (e.g., 1%); much to the
chagrin of mathematicians, to whom nZ means “7; not n 4 Z. (The author of this
work discovered this fact early in his mathematical career after having points marked
off a CALCULUS exam for using the recipe-like notation. Future mathematicians are

therefore encouraged to avoid mixed fractions, except perhaps in the kitchen.)

Taigi, ¢ia autorius netgi teigia, kad prarado balus per matematinés analizés egza-
mina dél to, kad panaudojo misriuosius skaicius.
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4 Misrieji skaic¢iai neturi buti reikalavimas!

Labai nustebino atsiustuose PUPP ataskaity prieduose esantis sakinys apie tai, kas
vra laikoma tiniskomis klaidomis:

APIBENDRINTOS ATASKAITOS APIE VISOS SALIES 2021-2022 M. M. MATEMTIKOS PAGRINDINIO UGDYMO
PASIEKIMU PATIKRINIMO (PUPP) MOKINIU DARBU VERTINIMO MODERAVIMA IR TIPISKAS MOKINIY

KLAIDAS PRIEDAI
3 priedas
Tipiskos klaidos Mokiniy atsakymy pavyzdZiai
18.
Apskaiciuokite. Pateikite tik atsakyma. (1 taskas)
f 49
94+ —
64
P: teisi atlikimo tvarka. 7 -
: : 3L 3+% —3875 2
8 8 V9 + 10,766 = 3,875 5
[ Pateikia teisingg tropmens, bet ne miSravs skaiciaus ﬁ
pavidalu. 8

Sis priedas buvo ,raudonoji linija“, po kurios gimé Sis straipsnis.
2 b

Literatura

[1] K. Bulota, P. Survila. Algebra ir skaiciy teorija, 2 tomas. Mokslas, Vilnius, 1990.

[2] E. Kemp, P. Belcher. Ozford IB Diploma Programme: IB Prepared: Mathematics Ana-
lysis and Approaches. Oxford University Press, UK, 2021.

[3] J.V. Prochorov. Matematiceskij enciklopediceskij slovar. Bolsaja rosiiskaja enciklopedija,
Maskva, 1995.

Sviesa, Kaunas, 2008.
[5] M. Vygodskis. Elementarinés matematikos Zinynas. Sviesa, Kaunas, 1966.

[6] E.W. Weisstein. CRC Concise Encyclopedia of Mathematics. Chapman & Hall, CRC
Press, Boca Raton, 2003.

[7] HH. Wu. Understanding Numbers in Elementary School Mathematics. American Mat-
hematical Society, Providence, 2011.

SUMMARY
Do we need mixed numbers?

R. Vilkas
Many reasons are given for not using mixed numbers.
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