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Santrauka. Siame straipsnyje pateikiama minimalaus pavirsiaus lygties sprendimo skaiti-
niais metodais rezultaty apzvalga. Kitas tyrimy uzdavinys yra minimaliy pavirsiy taikymas
moksle, technologijose, skyrium imant architekturoje. Straipsnis Iliustruotas minimaliyjy
pavirsiy taikymo pavyzdziais.
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1 Uzdavinio formulavimas

Siame straipsnyje nagrinéjamas minimaliojo pavirsiaus lygties krastinis uzdavinys.
Matematiné sio uzdavinio formuluoté yra tokia: reikia rasti netiesinés elipsinés lygties

(% (N(T2)gZ) + a% (u(TQ)ZZ) =0, (z,y)€, (1)

sprendinj v = wu(z,y) uzdarojoje srityje (x,y) € {2, tenkinantj srities {2 konturo
taskuose (x,y) € 912 krastine salyga

u(:c,y) = (P(l',y), (:C’y) € 08

Cia pazyméta
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Tai ir yra Plateau! uzdavinys.

2 Plato uzdavinys: istoriné apzvalga

Minimaliojo pavirSiaus savoka matematikoje atsirado XVIII a. viduryje. 1762 m.
Lagrange’as?, tyré tokj matematinj uzdavinj: rasti maziausio ploto pavirsiy, kurj ri-
boja zinoma uzdaroji erdviné kreivé. Jis jrodé, kad jei pavirsiaus lygtj galima isreiksti
formule w = u(z,y) , tai ji ir yra (1) lygties sprendinys. Toks pavirSius pavadintas
minimaliuoju, o (1) lygtis — minimaliojo pavirsiaus lygtims.

1770 m. G. Monge’as® pastebéjo tokiy pavirsiy, einanéiy per Zinoma kreive, sa-
vybe: jei tokio pavirSiaus plotas yra minimalus, tai kiekviename $io pavirsiaus taske
vidutinis pavirSiaus kreivis lygus nuliui. Todél Siuos pavirsius ir pradéta vadinti mi-
nimaliaisiais. Taigi pavirSius yra minimalusis, jei kiekviename jo taske vidutinis pa-
virSiaus kreivis lygus nuliui. Pastebésime, kad tokia minimaliojo pavirsiaus apibréztj
galima interpretuoti labai paprastai ir visiems suprantamai: pavirSius yra minimalus,
jei per kiekviena jo taska galima iSvesti dvi tokias pavirSines kreives, kurios buty issi-
lenkusios | priesingas puses. Tik nesupainiokime: tai ne apibréztis, tik interpretacija
(1 pav., balno pavidalo minimalusis pavirsius).

1 pav. Du minimaliyjy pavirsiy pavyzdziai: kairéje — balno pavirsius, deSinéje — muilo plévelé ant
vielos karkaso.

XVIII-XIX a. minimaliyjy pavirsiy teorija kuré daug zymiy matematiky, buvo su-
konstruota nemazas pluostas specifiniy minimaliyjy pavirsiy, pavyzdziui, katenoidas
ar helikoidas. Antai, grandinine kreive

T
= hf
y=acoshg

koordinaciy plokstumoje sukdami apie Ox asj gausime minimalyjj pavirsiy, vadinama
katenoidu (2 pav., deSinéje); pakabinus be galo lankscia styga (grandine) tarp dvieju

taskuy, esanciy vienodame aukstyje, styga jgaus grandininés kreivés pavidala (2 pav.,

kairéje). Bent du grandininés kreivés pavyzdzius esame mate daugelis i§ musy — tai

paprasciausia grandiné tarp dviejy stulpeliy mieste, uztverianti peréjima neleistinose
1 Joseph Plateau (1801-1883).

2 Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813).
3 Gaspard Monge (1746-1818)
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2 pav. Katenoidas. Kairéje — grandininé linija, deSinéje — Sios kreivés sukimosi apie Ox asj
rezultatas.

3 pav. Naktinis Budapestas. Tiltas per 4 pav. Mikalojaus tiltas Kyjive apie 1900 m.
Dunojy, jungiantis Budg ir Pesta. Lynai https://commons.wikimedia.org/wiki/.
tarp dviejy pagrindiniy atramy yra
grandininés kreivés formos (autoriaus
nuotrauka, 2004 m.).

vietose, kabantjji tilta laikantis lynas (3, 4 pav.) arba budius, tinkamas ne tik Zu-
vims ir véziams gaudyti, bet ir pasikarstyti pramogu parke (5 pav.). Sudétingesni
minimalieji pavirsiai pateikti 6, 7 pav.

Kitose, nematematinése, srityse minimaliaisiais pavirsiais susidométa po 1849 m.
vykdyty J. Plato eksperimenty su muilo plévele. Nagrinédamas minimaliyjy pavirsiy
susidaryma, J. Plato atliko labai paprasta bandyma: panardines erdvinj (ne plokscia)
vielos karkasa j muilo tirpala pastebéjo, kad ant karkaso susidaro muilo plévelé, kurios
forma lemia tik pavir§iaus jtempties jéga. Sis pavirsius ir yra idealus minimalusis
pavirsius.

J. Plato dar pastebéjo, kad nelygu vielos sulankstymas, gali susidaryti daugiau
negu vienas minimalusis pavirsius. Diferencialiniy lygciy terminais tai reiskia, kad
priklausomai nuo elipsinés lygties krastiniy salygu gali buti keli minimalieji pavirsiai.
J. Plato eksperimenty jtaka minimaliyjy pavirsiy teorijai buvo tokia didelé, kad mi-
nimaliojo pavirSiaus nustatymo pagal Zinoma kontura uzdavinys imtas vadinti Plato
vardu.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 64:1-15, 2023


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nicholas_Chain_Bridge_LOC_03819.jpg
https://doi.org/10.15388/LMR.2023.33611

4 M. Sapagovas

6 pav. Dviperiodis trisparnis Karcherio 7 pav. Costa’os minimalusis pavirSius
balno minimalusis pavirsius https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Costa.
https://commons.wikimedia.org/wiki/File

Dar viena pastaba apie minimaliojo pavirsiaus lygti. XVIII-XIX a. keletg karty
bandyta rasti minimaliojo pavirsiaus su jvairiais erdvinés kreivés pavidalais lygties
sprendinj. Paminétinos K. Weierstrasso? (1866 m.) ir G. Monge’o (1776 m.) sudary-
tos sprendinio formulés, ta¢iau visuotinai manyta, kad jos praktiskai nepritaikomos.
Taigi rasti priimtinag minimaliojo pavirsiaus sprendinj tuo metu nepavyko.

Jei nepavyksta rasti diferencialinio uzdavinio sprendinio tinkamu pavidalu, anks-
¢iau ar véliau Sis uzdavinys imamas spresti skaitiniais metodais. Kitaip tariant, pra-
dedami kurti ir nagrinéti apytikslio sprendinio apskaic¢iavimo metodai.

4 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897).

http://www.journals.vu.lt/LMR
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3 Plateau uzdavinys: skaitiniai sprendimo metodai

Vienas pirmyjy darby, gal but, pirmasis, kuriame aiskinamas minimaliojo pavirsiaus
lygties sprendimas, yra JAV matematiko J. Douglaso® straipsnis [6]. J. Douglasas,
vienas zymiausiy 20 amziaus minimaliyjy pavirsiy tyréjy, 1936 m. uz siuos darbus
gavo auksciausig tarptautini matematiky apdovanojima — Fieldso medalj. Praéjus
keliems deSimtmeciams, minimaliojo pavirsiaus lygtj sprendé jau keletas autoriu [1,
5,9, 11].

Verta pastebéti, kad jvairioms diferencialinéms lytims spresti populiariausias skai-
tinis metodas yra baigtiniy skirtumy metodas. XX amziaus treciajame desimtmetyje,
kai dar tik formavosi bendroji baigtiniy skirtumy metody teorija, minimaliojo pavir-
siaus lygtis Siems metodams dar buvo nejkandama. Nenuostabu, kad kitos mokslinés
publikacijos apie minimaliojo pavirsiaus lygties sprendima skaitiniais metodais pasi-
rodé tik praéjus 30-iai mety: tuo metu net keletas autoriy, nepriklausomai vienas nuo
kito, émesi jvairiais metodais nagrinéti $j svarby uzdavinj [1, 5, 9, 11, 16, 20].

Pateiksime pagrindines minimaliojo pavirsiaus lygties sprendimo baigtiniy skirtu-
my metodu gaires ir aptarsime sprendimo metodo ypatumus.

Pradédami taikyti baigtiniy skirtumuy metoda (1)—(2) krastiniam uzdaviniui, pir-
miausia trumpam tarsime, kad sritis {2 yra stac¢iakampis

N={0<z< o 0<y<b}.

Pazymeékime hy = a/Ny, he = b/Na, ¢ia Ny ir Ny — sveikieji skaiciai. Sudarykime
dvi srities {2 tasky aibes:

1) vidiniy tasky aibe

Qn ={(zsy;)|[i=1T,N —1; j=1,N; — 1};

2) konturiniy tasky aibe

0% = {(xs,y;)| (i =0,Ny;5 =0,Nz) ir (i =0,N1;j =0,N3)}.

Siuose taskuose (1)—(2) diferencialinj uzdavinj pakeisime baigtiniy skirtumu (trum-
piau —skirtuminiu) uzdaviniu:

00 (1(T35)0zuiz) + 8y (W(T5)05uiz) =0 (i,5) € 2, (3)
¢ia pazyméjome
Uij — Ui—1y Uij — Uij—1
Opiij = ————= I o Sguiy = —+——— I =,
Ui1j — Uij Ujj+1 — Uij
&T’U,” = 721 j, 5yu” e L} h2 j7

5 Jesse Douglas (1897-1965).
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Netiesiniy skirtuminiy lygciy sistemos (3)—(4) nezinomieji u;; yra (1)—(2) diferen-
cialinio uzdavinio sprendinio u(x,y) apytikslés reiksmeés taskuose (x;,y;):

uij ~ u(xi, y])

Si netiesiniy skirtuminiy lygéiy sistema sprendziama kuriuo nors iteraciniu metodu
[1, 5, 9, 11].

Nurodysime pagrindinius sunkumus, kylanc¢ius sprendziant Plato uzdavinj baigti-
niy skirtumy ar kitais skaitiniais metodais.

Pirma, (3) lygtis taske (x;,y;) sudaroma naudojantis u;; reikSmeémis septyniuose
vidiniuose srities 2, ir jos konturo 02 taskuose. Jei sritis 2, néra staCiakampé,
kai kurie i$ iy septyniu tasku gali nepriklausyti sriciai {2, todél dalis (3)—(4) sistemos
lygéiy turi buti sudaromos kitaip, pavyzdziui, naudojantis netolygiuoju tinklu. Taciau
tuo pabloginamos sistemos savybés.

Antra, uzrase (1) lygti pavidalu

0 0

aiml(al(plaPQ)) + 871'2(0/2(2917292)) - Oa (5)

gausime nelygybe

2 o4 2
1 2
—&& 2 o i 6
i;apjgéj ;g (6)
cia

a=(1+T%)73%2 (7)

Is (7) lygybés matyti, kad tuo atveju, kai bent viename pavirsiaus taske du/0x
arba Qu/dy yra neaprézta, tai o« = 0. Tadiau tai yra visiSkai naturali minimaliojo
pavirsiaus atveju savybé: bent viena daliné iSvestiné bent viename minimaliojo pavir-
siaus taske yra neaprézta. Todeél (6) nelygybéje parametro « reikSmeés apibréziamos
negrieztaja nelygybe a > 0 (bet ne o > 0). Tai rodo, kad minimaliojo pavir§iaus
lygtis yra elipsiné, bet néra tolygiai elipsiné. Taciau bendruoju atveju elipsiniy lygciy
skirtuminiy schemy ir iteraciniy metody konvergavimo jrodymas grindziamas salyga
a > 0.

Trecia, (1) lygtimi reiskiama tik labai maza dalis minimaliyju pavirsiu, tik tie,
kurie apibréziami lygtimi u = u(x, y), taciau daugelis sudétingy minimaliyju pavirsiy
reiskiami tik parametrinémis lygtimis.

Sie ir kiti sprendimo sunkumai skatina Plato uzdaviniui taikyti skaitinius metodus.
Ivairus metodai ir priemonés, kurias pasitelkia daugelio straipsniy autoriai, plecia ir
gilina Plato uzdavinio skaitiniy metody teorija. Nemazai autoriy, kurdami ar modifi-
kuodami skaitinius metodus netiesinéms diferencialinéms lygtims spresti, laiko garbés
reikalu savo metodu iSspresti minimaliojo pavirsiaus lygtj.

Jau XX-o0jo amziaus pabaigoje buvo sukurta ir iSnagrinéta nemazai skaitiniy meto-
dy, tinkamy Plato uzdaviniui, taciau tik sio, XXI-ojo amziaus pradzioje Siy skaitiniy
metody skai¢ius émeé sparciai didéti [10, 13, 17, 19]. Priezastis visiskai aiSki: mini-
maliojo pavirsiaus lygtis imta vis dazniau taikyti jvairiuose praktiniuose matematinio
modeliavimo uzdaviniuose.

http://www.journals.vu.lt/LMR
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Greta minimaliojo pavirsiaus lygties, placiai nagrinégjama ir kita, jai artima lygtis:
0 ou 0 ou
—_ T2 -_— - T2 =H Yy . 8
S (w2 58) + o (W) 5E) = Hwn) 3)

prie kurios prijungus Neumanno® krastine salyga, gaunamas kapiliarumo uZzdavinys.
Funkcija H(z,y,u) yra vidutinis kreivis pavirSiaus taske. Vienas i$ $io uzdavinio
sprendimo metody pateikiamas [15, 20] straipsniuose.

Kapiliarumu vadinami reiskiniai ar procesai, susije su skyscio pavirsiaus jtemp-
timi kietojo kuno, skysé¢io ir dujy saly&o riboje. Siy procesy veikiamas skyséio pa-
vir§ius smarkiai deformuojamas (iskreivinamas), skys¢io meniskas pasidaro jgaubtas
arba iskilas. Veikiant skyscio pavirSiaus jtempties jégai, skystis uzima maziausia turj
(mazZiausia pavirsiaus plota, sukaupia maziausia laisvaja energija). Si skysc¢iy savybeé
ir rodo glaudy kapiliarumo rysj su minimaliaisiais pavirsiais. Matematiniu poziuriu
siuos uzdavinius sieja vienas bruozas: diferencialiné lygtis yra netiesiné ir netolygiai
elipsiné, o jos koeficientai priklauso nuo sprendinio gradiento.

Vidutinio kreivio lygtis (8) sutinkama ir vibrotechnikos uzdaviniuose [14], pavyz-
dziui, projektuojant magnetinés saveikos jégy valdomy skysto metalo kontaktus (jun-
giklius). Tokie kontaktai turi daug privalumy: jy auksta veikimo sparta, yra patikimi,
atsparus vibracijai, ilgaamziai, perjungimo varza maza ir stabili. Be to, juos paprasta
jungti su jvairiais automatikos elementais. Tokiy kontakty konstravimas grindzia-
mas keliais principas; vienas i$ jy — berezervuariai kontaktai, patikimai veikiantys
bet kurioje erdvinéje padétyje. Sujungtas kontaktas Siuo atveju yra skysto metalo
(pvz., gyvsidabrio) ,tiltelis* tarp dviejy plokstumy, o iSjungtas — du lasai, prilipe prie
skirtingy plokstumy. Abiem atvejais laso laisvasis pavir§ius nustatomas iSsprendus
krastinj netiesinés diferencialinés lygties uzdavinj. Diferencialiné lygtis sudaroma re-
miantis bendrosios energijos (skys¢io pavirsiaus jtempties energijos ir traukos jégos
potencinés energijos sumos) minimumo principu.

Viena pastaba. Kartais keliamas klausimas, ar sfera yra minimalusis pavirsius?
Sfera yra tam tikro vidutinio kreivio pavirSius, todél ji yra (8) lygties sprendinys,
taigi sfera néra minimalusis pavirsius. Muilo plévelémis galima sukurti jvairiausius
minimaliuosius pavirsius, o muilo burbulais — apibrézto vidutinio kreivio pavirsius.
Taigi muilo burbulai taip pat yra sudétingas mokslo tyrimy objektas, tik netelpantis
i Sio straipsnio rémus. Beje, pasitelkdami muilo burbuly teorija architektai kuria
patrauklius pastatus.

4 Minimaliyjy pavirsiy taikymai

XVIII-XIX a. minimalieji pavirsiai buvo naudojami kaip daugelio matematikos
saky — geometrijos, topologijos, diferencialiniy lygciy teorijos, valdymo teorijos, mate-
matineés fizikos ir kity sri¢iy tyrimo objektas, o kartais ir kaip tyrimy metodas. XX a.
antroje puséje suintensyvéjo minimaliyjy pavirsiy taikymas fizikos, chemijos, biologi-
jos ir technologiniuose uzdaviniuose. Bene sparciausiai minimalieji pavirsiai skverbési
i architekturos ir dizaino praktika.

Architekturoje minimalieji pavirsiai sietini su minimalizmo formy raiska. Mini-
malizmas, kiles XX a. septintajame deSimtmetyje, yra meno kryptis, kuriai budingas

6 John von Neumann (1903-1957).

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 64:1-15, 2023
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racionalumas, supaprastintos, daznai — geometrizuotos lengvos formos ir isryskintos
kurinio struktiuros. Minimalizmas turéjo jtakos ir instaliacijy menui — erdvinéms
strukturoms, jtraukian¢ioms zitirovus, atsirasti.

Isigalint minimalizmo tendencijoms (nuo XX amziaus 7-ojo deSimtmecio), archi-
tekturoje plinta ir minimalieji pavirsiai, kurj lémé kelios priezastys. Pirmoji ir aki-
vaizdi priezastis — maziausio ploto pavirsiui reikia maziausia medziagy. Sutinku su
priestaraujanciais, kad tai matyt, néra pati svarbiausia paskata. Antra priezastis,
technologiniu poziuriu zymiai svarbesné, yra ta, kad dél vienodo vidutinio kreivio
kiekviename minimaliojo pavirsiaus taske mechaninés jtampos yra vienodos, t.y. neé-
ra kritiniy tasky, kuriuose jtampos buty didesnés, palyginti su kitais stogo taskais.
Dél treciosios priezasties sunku ginCytis: minimaliyjy pavirsiy formos yra labai pa-
trauklios.

Vokieciy architektas O. Frei’us” — vienas pirmujuy pasaulio architekty, sékmingai
pradéjusiy taikyti minimaliyjy pavirsiy formas architekturoje. Jo sukurtas Vokietijos
Federacinés Respublikos paviljonas EXPO-67 parodoje Monrealyje (Kanadoje) dauge-
liui meno gerbéju tapo pirmuoju jsimintinu naujos architekturinés krypties pavyzdziu.
Po keleriy mety pasirodé naujas O. Frei’aus architekturinis Sedevras — Miuncheno
olimpinis stadionas (1972 m., 9 pav.). Pabréztina, kad O. Frei’'us nuolat doméjosi
lengvy konstrukcijy projektavimu ir savo idéjas jgyvendino paties jkurtame Lengvyju
konstrukeijy institute Stutgarte.

7

8 pav. Loro parkas Tenerifés saloje. 1§ 9 pav. Miuncheno olimpinis stadionas.
autoriaus nuotrauky kolekcijos, 2008 m. Architektas O. Frei, 1972. Foto: Dave Morris
i§ Edinburgo, JK.
https://commons.wikimedia.org/wiki/File.

Kalbédami apie O. Frei’aus kuryba, trumpam grizkime prie architekturos mini-
malizmo krypties. Minimalizmui iSsivadavus i$ griezty geometriniy rémy ir peréjus
prie siuolaikiniy technologijy, pakito formos suvokimas, o tolesne minimalizmo raida
émé veikti konceptualaus virtualiojo modeliavimo teikiamos galimybés. Paklusda-
mas Sioms tendencijoms, O. Frei’us naujoms formoms kurti pradéjo taikyti ne tik
J. Plateau modeliavimo metoda (vielos karkaso nardinima j muilo tirpala), bet ir
antra Siuolaikine galimybe — minimaliojo pavirSiaus lygties spendima kompiuteriu:
naujoms architekturos formos kurti pasitelktas talentingas skaitiniy metody specia-
listas J.H. Argyris®, su superkompiuteriu sprendes netiesines diferencialines lygtis.

7 Otto Frei (1925-2015).
8 Johann Hadji Argyris (1913-2004).
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Stai tokios yra naujy architektiiros Sedevry gimimo aplinkybés. Placiau O. Frei’aus
architekturinés idéjos apraSytos [7, 8, 18] ir kitose knygose.

Ispany ir meksikie¢iy architektas F. Candela® suprojektavo keliasdesimt restorany
ir kitos paskirties pastaty (daugiausia Meksikoje ir Ispanijoje), kuriy minimaliojo
pavirSiaus formos stogas primena Sesialapj dobila (10 pav.).

10 pav. Minimaliojo pavirSiaus SeSialapio 11 pav. Svarovskio kristolo muZiejus prie
dobilo formos pastatas Valensijoje Insbruko. Autoriaus nuotrauka, 1998 m.
“Valensia L’Oceanografic’. Architektas
F. Candela. Foto: F. Gabaldén, 2010.
https://commons.wikimedia.org/w.

Siandien daugelyje Vakary Europos miesty gana daug stacionariy architekttriniy
objekty su lengvy minimaliojo pavirsiaus konstrukcijy perdangomis. Tai oro uosty
pastatai, muziejai, sporto salés (11 pav.). Yra ir laikiny paviljony, skirty jvairiems
renginiams, lauko kavinéms ir koncertams (12, 14, 16 pav.). Kanary salose minimalieji
pavirsiai graziai dera su delfinariumo baseinais (8 pav.).

ol

12 pav. Akcija nejgaliesiems remti. 13 pav. Vilniaus Vingio parko estrada —
Viena, miesto centras. Autoriaus klasikinis minimaliyjy pavirsiy architekturoje
nuotrauka, 1998 m. pavyzdys. Autoriaus nuotrauka, 2009 m.

Lietuvoje taip pat nemaza statiniy su minimaliyjy pavirsiy elementais. Visiems
gerai zinomos Vingio parko estrados stogas yra beveik tikslus klasikinis minimalusis
pavirsius (13 pav.). Estrada pastatyta 1960 metais pagal esty architektuy A. Kotli’o,

9 Felix Candela (1910-1997).
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14 pav. Stokholmas. Mugé prie Karaliy 15 pav. Ausinimo bokstas Vestfalijoje,
rumy. I§ autoriaus nuotrauky rinkinio, Vokietijoje. Dalies cilindrinio pavirsiaus
2021 m. pakeitimas minimaliuoju didina boksto

atspara veéjui.
https://commons.wikimedia.org/w.

| BICONTINUOUS REVERSED LIPIDIC CUBIC
PHASES Q2%0,q@%%, g%

16 pav. Vilnius, Vokie¢iy g. Vasaros sezonui 17 pav. Minimaliyjy pavirsiy formos
sumontuojamos kavinukiy perdangos. lipiduose. Prof. V. Razumas (LMA
Autoriaus nuotrauka, 2009 m. Biochemijos institutas). I$ autoriaus

nuotrauky rinkiniy, 2009 m.

H. Seppmanno'® projekta, kuris kiek anks¢iau buvo jgyvendintas Taline. Sio pastato
perdanga néra tikslus minimalusis pavirsius, taciau pagal daugelj pozymiy jam ar-
timas. Deja, nepavyko rasti jokiy duomeny apie tai, ar autoriai projekta kuré kaip
minimalyjj pavirsiy, ar tai buvo tik sutapimas.

Lietuvoje dekoratyviy minimaliojo pavirsiaus formos perdangy pastaraisiais me-
tais atsirado Vilniuje ir Palangoje. Daugiausia tai sezoniniai kaviniy paviljonai. IS
stacionariy pastaty reikéty atskirai pamineéti Palangos Meny ir pramogy klubg ,, Kupe-
ta“, kuria sukure ir pastaté UAB Vingida® (https://www.vingida.lt /stogai_ vasaros__
lauko_kavines.html).

Praéjusio amziaus septintajame desimtmetyje minimaliyjy pavirsiy perdangomis
susidoméjo Kijevo statybos inzinerijos instituto architektai ir inzinieriai, taciau jie
neturéjo skaitiniy metody specialisty minimaliojo pavirsiaus lygc¢iai spresti. Tuo tiks-

10 Alar Kotli (1904-1963), Henno Sepmann (1925-1985).

http://www.journals.vu.lt/LMR


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=35149558
https://www.vingida.lt/stogai_vasaros_lauko_kavines.html
https://www.vingida.lt/stogai_vasaros_lauko_kavines.html
http://www.journals.vu.lt/LMR

Plateau uzdavinys ir minimalieji pavirsiai: skaitiniai metodai ir taikymai 11

18 pav. Erdviné lentyna ,Exept®. 19 pav. Géliy staliukas.
Dizaineris P. Gasunas. Litexpo Autoriaus nuotrauka, 2009 m.
paroda. Autoriaus nuotrauka, 1998 m.

20 pav. Kavos puodeliai, dekoruoti 21 pav. Musulmony $ventyklos Haram Piazza
architekturiniais minimaliyjy pavirsiy skéciai Medinoje, Saudo Arabijoje.
objektais. Autoriaus nuotrauka, https://commons.wikimedia.org/wiki/File.
2019 m.

lu Kijevo inzinieriai pasiulé Lietuvos MA Fizikos ir matematikos instituto Skaitiniy
metody skyriui (M. Sapagovui, G. Kairytei, D. Sapagovienei, T. Veidaitei) bendradar-
biauti projektuojant pastatus su minimaliojo pavirsiaus perdangomis. Architekturos
terminais kalbant, Lietuvos matematikai vykdé virtualyji pastaty konstrukeijy mode-
liavima. Kijeve ir Cerkasuose (ten buvo Kijevo statybos inzinieriy instituto filialas)
architektai suplanuodavo galimus minimaliyjy pavirsiy konturus (apibrézdavo sritis,
kuriose turéjo buti sprendziama diferencialiné lygtis ir nurodydavo galimas krastines
salygas), o Vilniuje matematikai sprendé minimaliojo pavirsiaus lygtj. Sitaip drauge
iSanalizuota daug minimaliyju pavirSiy varianty (23, 24 pav.). Manytina, kad Kijevo
architektai ir inzinieriai, zinodami O. Frei‘aus ir F. Candelos darbus, sieké pakartoti ir
patobulinti jy gautus rezultatus, o Lietuvos matematikams tai buvo vertinga patirtis
priartéti prie realiy taikomyjy uzdaviniy.
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22 pav. Minimaliyjy pavirsiy dizaino choreografiniai drabuziai. Nuotrauka i$§ informaciniy

@

technologijy bendrovés ,Baltic Amadeus® §ventinio koncerto. I§ autoriaus nuotrauky rinkinio,
2018 m.

Lietuvos biochemikai jmantrias minimaliyjy pavirsiy formas taiko skyscio pavir-
Siaus procesams ir reiSkiniams tirti (17 pav.). Prof. Juozo Burneikos (1929-2016)
knygoje nemazai démesio skiriama minimaliyju pavir§iy vaidmeniui dailéje [4].

Mokslo ir meno pasaulyje kartkartémis atsiranda kuréjy, kurie jkvépti minimaliyjy
pavirsiy paslapciy ir grozio, tampa tikrais minimaliyjy pavirsiy entuziastais. Viena is
ju — vokie¢iy architekta O. Frei'y trumpai jau minéjome. Jo mokinio B. Rascho'! su-
projektuota meceté, kurioje gausu filosofiskai jprasminty minimaliyjy pavirsiy formuy,
praeito amziaus pabaigoje pastatyta Medinoje, Saudo Arabijoje.

Kitas minimaliyjy pavirsiy aistruolis yra Maskvos Lomonosovo universiteto pro-
fesorius, geometras Anatolijus Fomenka'?, keliy knygy apie geometrija ir topologija
autorius, gaves vertingy teoriniy rezultaty apie minimaliuosius pavirsius, iSsprendes
daugiamatj Plateau uzdavinj. Talentingas ir originalus dailininkas, piesia realisti-
niy ir fantastiniy formy paveikslus, iliustruoja knygas, o fantastiniais minimaliaisiais
pavirsiais iliustruoja geometrijos teoremy jrodymus.

Paminétini ir du Lietuvos mokslo ir meno atstovai, palike rysky pédsaka mini-
maliyjy pavirsiy istorijoje, kurig kuré drauge su daugelio Saliy ir profesijy atstovais.
Vienas jy — matematikas, Vilniaus universiteto profesorius Algirdas Ambrazevicius
(1952-2023). Gimes ir auges Vilniuje, Algirdas dar viduringje mokykloje pamégo ma-
tematika, dalyvavo matematikos olimpiadose. 1971 metais baiges vidurine mokykla,
istojo i Vilniaus universiteta studijuoti matematikos, o nuo trecio kurso studijas te-
sé Leningrado (Sankt Peterburgo) universitete. Vadovaujamas Zymios minimaliyjy
pavirsiy specialistés profesorés N. Uralcevos'®, Algirdas parengé ir 1981 m. apgy-
né kandidato (daktaro) disertacija ,Kapiliarumo uzdaviniai kuginése srityse“. Véliau,
nagrinédamas jvairiy tipy minimaliyjy pavirsiy lygtis bei medziagy pavirsiniy reakcijy
matematinius modelius, gavo nauju giliy teoriniy rezultaty [2, 3].

11 Bodo Rasch, g. 1943 m.
12 Anatoly Fomenko, g. 1945.
13 Nina Uraltseva, g. 1934.
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23 pav. Kijevo ir Vilniaus 24 pav. Dar vienas Lietuvos matematiky ir Kijevo
mokslininky bei inZinieriy inzinieriy bendro darbo pavyzdys — SeSialapis dobilas.
suprojektuotos minimaliyjy pavirsiy
formos perdangos, 1967-1970 m.

Minimalizmo principais vadovaudamasi Lietuva garsino ir Amerikos lietuvée Alek-
sandra Kasubiené (Kasuba). Skulptoré, keramike, architekté, menininké Aleksandra
Fledzinskaite-Kagubiené gimé 1923 m. sausio mén. 10 d. Ginkiinuose, Siauliy ap-
skrityje. Jos senelis ir proseneliai yra garsios Siauliy krasto giminés — grafy Zubovy
atstovai. Aleksandra ir uzaugo grafams Zubovams priklausiusiame Ginkuny dva-
re. Baigusi mokslus Lietuvoje (Kauno ir Vilniaus Dailés akademijose), A. Kasubiené
1944 m. pasitrauké j Vokietija, o 1947 m. persikélé j Niujorka.

Greta monumentaliosios kurybos, A. Kasubiené minimalizmo principus jkunijo ir
abstrakc¢iose tampraus sintetinio audinio instaliacijose, kurias kurti menininke skati-
no minimaliyjy pavirsiy teorija ir kompiuterinés technologijos. Menotyrininkai teigia,
kad A. Kasubienés minimalizmas jtraukia zitirova ir sukuria vientisa plastine bei pra-
smine instaliacijos visuma.

A. Kasubiené, eksperimentuodama su standziomis jtemptomis membranomis ir
naudodama tamprias medziagas, aptemptas ant erdvinio konturo, matematine pras-
me modeliavo minimaliuosius pavirsius ir dalj kuriniy sukuré vadovaudamasi tokia
metodika: pagal menininkés pasirinkta kontura skaitiniy metody specialistai D. Hoff-
man, J. Hoffman ir W. Meels, iSsprende minimaliojo pavirsiaus lygti, kompiuterio
ekrane pateikdavo spalvota dvimatj sprendinio vaizda, pagal kurj menininké sukurda-
vo erdvines pavirsiy konfiguracijas. Tai placiai buvo aprasyta ,,The New York Times*
zurnale 1986 m. rugpjucio 24 d. [12].

Paskutiniais gyvenimo metais A. Kagsubiené i$ didmiescio grjzo j gamtos prieglobs-
tj ir jgyvendino nuo vaikystés brandinta pastaty be staciy kampy vizija: nusipirkusi
sklypa Naujoje Meksikoje, pasistaté Akmeny kalvos gyvenamajj nama ir sveciy stu-
dija su minimaliojo pavirsiaus formos stogu. Miré A. Kasubiené 2019 m. Naujoje
Meksikoje.

Terminas ,,minimalusis pavirsius“ yra tik zmogaus sugalvotas konstruktas, teoriné
savoka, kuri atspindi tai, kas seniai gamtos sukurta. O matematikui, nagrinéjanciam
Siuos pavirsius, visada malonu pamatyti balno pavidalo moliusky kolonija akvariume
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25 pav. Akvariumas Okeanografijos 26 pav. Madeiros archipelago Porto Santo
muziejuje Monake. I§ autoriaus nuotrauky sala. I§ autoriaus nuotrauky rinkinio, 2023 m.
rinkinio, 2008 m.

ar kalny ketera kelionéje ir dar kartg jsitikinti, kad gamtos reiskiniai paklusta mini-
malios formos ir energijos désniams (25, 26 pav.), o Zmogus geba suvokti, ka gamta
sukuré, ir racionaliai papildyti gamtos kurinius.

Padéka. Autorius dékoja docentui Vytautui Budai uz vertingg diskusija minimaliyjy
pavirsiy taikymuy klausimais.
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SUMMARY

Plateau problem and minimal surfaces: numerical methods and applications

M. Sapagovas

This article presents an overview of the results of solving the minimal surface equation by numerical
methods. Another research task is the application of minimal surfaces in science, technology, espe-
cially architecture. The article is illustrated with examples of the application of minimal surfaces.

Keywords: Plateau problem; minimal surface equation; numerical methods; applications of minimal
surfaces
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