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1. Ivadas

Tegu s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Lerch’o dzeta funkcija L(), a, s), kai
o > 1, apibréZiama Dirichlet eilute

kurO0 < )\, o < 1. 8i funkcija pratesiama { visa kompleksing plok$tuma, gal biit i§skyrus
taSka s = 1, ir, kai A néra sveikasis skaiius, tenkina funkcine lygtj

L\ a,1—-3s) = (2r)"°I'(s) (exp {% - 27ra)\}L(-—a, A 8)

+exp{ - %ﬁ +27ra(1—)\)}L(a,1—)\,s)). 1)

Lerch’o dzeta funkcijos laisvos nuo nuliy sritys buvo nagrinétos darbuose [1] ir [2].
Sio darbo tikslas yra patikslinti Sias sritis. Tegu [ yra tiesé kompleksinéje plokitumoje C,
o(s, 1) yra tatko s atstumas iki [, ir apibréZkime

L(l):={seC: go(s,l) <€},
Cia € > 0. Darbe [1] buvo irodyta

1teorema. Tegu 0 < A < 1ir )\ # 1/2. Tuomet egzistuoja konstantos oy < 0ireg > 0
tokios, kad L(), a, 8) # 0, kai o < oq ir

3¢Leo(a=-L+1>.

log 152
Mes surasime konkre&ias oy ir €p reik$mes.
2 teorema. I teoremoje galima imti oy = —2 ir ¢g = ‘%E—

Pastebésime, kad atvejis A = 1 iSnagrinétas straipsnyje [2], o atvejis A = 1/2 - straips-
nyje [1].
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2. 2 teoremos irodymas
Mums bus naudinga
1 lema. Tegu0<)\<1/21ra —2. Tada
0o o—1 o-1
L) (5 )< ®

[rodymas verting suma integralu, gauname kad kairé nelygybés (2) pusé yra maZesné uZ

1+A\"70 2=A\"" T/a+2\ ., T 1-a4z)\7!
(57) +(=) /(5 e [(55) -
1 1

Suintegrave ir pasinaudoj¢ nelygybémis

A < 1 1= < 1
14X "3 2-x "2
kai 0 < A < 1/2, gauname lemos tvirtinima.

1 teoremos irodymas. Kai o < 0, tai i§ funkcineés lygties (1) gauname

. —2miam
LA\ a,s) =T(1 - s)(27r)"'1e"2"'>‘°‘( F(1-9) z  Dorm)is
i = e2mam
+ e—-;-(l—s)+21ua Z (1 = m)l—a)
m=0
I3 pradZiy irodysime teorema atveju A < 1/2. Turime
5i(1-s) Z ~2miom + e~ % (1-9)+2mia Z e?miom
Lt (A m)i=s ¢ (1— XA +m)i-s
>eF Al e~ ¥ (1-X)"1- i €T (A +m)"T4e~F(1-A +m)°Y)

m=1

nt 1-) b )\ +m o-1
>eT A1 (1 — e~ Ttglo-1)log i3> _ Z (( : )
m=1

n(1222) )

Tegu taskas s; = oy + it1, 01 < 0, yra vir$ tiesés

wt

lio= ,\+1

log
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ty.
7wty
o1 < T-l—l, o1 <0.
log =32
Tuomet

—-A

—mt; < (1 -o0y1)log 1 3)

ir

1-A
Fi(s): = oxp { ~ 1+ (01 - Dlog 1521

S () e (552))
conf s £ ()

() (=4
=exp{-—7rt1+(gl..1)10g ; }

S ()

Dabar parinksime s; taip, kad biity patenkintos nelygybeés (3) ir F1(s;) < 1. Pasinaudoje
1 lema gauname, kad tinkama reik§me yra

sl=—2—i(%lo u—loiz).

A T
Dabar tegu
t—t
A(sy) = {s €Ciogoy,0-01 < z-r-(——l-:%\—)},
log 5=
t.y. sritis A(s;) yra virs tiesés

1l‘(t - t1)

1-)

o=01+
log 5°

ir kairiau tiesés 0 = 01. Jei s = o + it € A(s1), tai

Fy(s) = exp{_ﬂ-t_,_(a_l)logl;)\}
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(5 )

1-2), = ([ i1
gexp{—wt1+(01—1)log 5y }+Z(<——-§-ﬂ)

m=1

1“A 1=9 -7ty 1—A+m o=l
“(57) (——-—A ) )
A+m
A
1-A4+m 1-A +m\7!
-7ty
o (H)(A)( ) )
212 (57)
— A
e (1= 2 +m\7 (1=) 1-A+m\™*
o (1) (52)" (2322))
Kadangi I'(1 — s)(27)*~! # 0 srityje A(s1 ), tai i§ pastaryjy samprotavimy gauname, kad

L(\ a,s) # 0kai s € A(sy).
Dabar nagrinésime sritj esania Zemiau tiesés [ ir kairiau menamosios aies. Tegu

= exp{ —mty + (01 — 1)log

01-—1

< exp { — 7ty + (01— 1) log

Fy(s) := exp {7rt — (0 —1)log 1 ; )\}

> A+m\°! 1-2+m\°!
LGS (55 )
Tada, kai o < 0, turime

exp{%i(l )} Z (Te;f-i;?:exp{ 1—s)+27rza}

i 21rtam wt 1 e 1
X >e"7(1-A)""—eT AT
= (1 —A+m)l-s
oo
- Z (eFA+m)’ e F(1-A+m)°Y)
m=1

nt

=e T (1-X)7"1(1 - Fy(s)).

Panasiai kaip ank$¢iau, parenkame tafka s; = o3 + itg, 02 < 0, esanti Zemiau tiesés [,
ty.
7ty

) +1, 032<0,
10g1A 2
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toki kuriam F(sp) < 1. Sias salygas tenkina takas

(3 1-X log2
81-——2—2(;]0g A +-7I'_)

Tegu

B(sg) := {sEC: 0L 02,0—-092 _7r(t_—1_§;2\_2}
log 5=

Tuomet nesunku pastebéti, kad F5(s) < F(s2) < 1kai s € B(s;). Taigi gauname, kad
L()\ o, s) # 0kai s € B(sz).

Akivaizdu, kad galime parinkti 0p = —2. I§ A(s;) ir B(s2) apibréZimy matome, kad
€o galime imti didesni i§ atstumy tarp tiesés ! ir ta¥ky s;, 1 = 1, 2. Lengva suskai&iuoti,
kad abu atstumai sutampa ir yra lygiis dydZiui

log 2

\/72 +log? 132

Todeél, nepriklausomai nuo 0 < A < 1/2, galime imti €o = log 2/.
Jei A > 1/2, tai teoremos tvirtinimas i$plaukia i§ atvejo A < 1/2, pasinaudojus
lygybe

L\ a,8)=L(1 -\ a,53).

Tuo teorema jrodyta.
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A note on the zeros of the Lerch zeta-function
R. Garunkstis

In the paper we obtain the effective zero free regions for the Lerch zeta-function.



