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Apie erdvés D, [0, co) metrizavima

Rimas BANYS (VGTU)
el.pastas: rimasbanys @takas.lt

Pazymekime D = D0, 00) erdve funkciju z(t), t € [0, 00), kurios yra tolydZios i§
deSinés ir turi ribas i§ kairés:

) z(t+) = lsiixtlzc(s) = z(t), kai 0 < t < o0,

(i) z(t-) = 1:%1 z(s) egzistuoja, kai t > 0.

Daugelio tikimybiy teorijos taikymuose nagrinéjamy atsitiktiniy procesy trajektorijos
yra erdvés D funkcijos. Darbe [1] buvo apibréZta pilnoji metrika d, su kuria (D, d) yra
separabelioji metriné erdve.

Mes nagrinésime erdvés D poerdvius D, (¢ > 0) ir apibréSime juose pilnasias metri-
kas dq, kurios yra stipresnés negu metrika d. Darbe [2] (Zr. taip pat [3]) buvo nagringjami
erdves D[0, 1] poerdviai Dq (0, 1].

Sis straipsnelis yra [2] apibendrinimas tuo atveju, kai funkcijos yra apibréZtos begali-
niame intervale [0, 00).

Tegul z € D, T ir 6 (6 < T) yra teigiami skaiCiai. Suskaidykime intervala [0, T
tafkais t;, ¢ = 1,...,7 (r > 1), kurie tenkina salygas

. (¢))
ti—t;1>6, i=12,...,7.

{0=t0<t1 <..<t. =T,
Visiems teigiamiems 6 ir T' > 6 apibrésime

R P

kur apatinis réZis imamas pagal visas baigtines taSky aibes {¢;}, tenkinana&ias (1)
salygas, ir

. 1
wg(6) = %I;f; max {T’ wg(6, T)}
PaZymékime

mg(u) = we(e*+), —o0o0<u < oo.

Taip apibré?ta funkcija m, (u) yra nemaZéjanti ir tolydi i¥ desinés.
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Dabar kiekvienam a > 0 apibréime erdvés D poerdvi Dq:

(oo}
D, = {x eD: / mg(u)e” " du < oo}.

Panaudodami erdvés D metrika d, kiekviename poerdvyje D, apibréSime metrika das

kuri yra stipresné uZ d ir su kuria Do tampa pilnaja ir separabeliaja metrine erdve. Pir-
miausia nusakysime, kaip apibréZiama metrika d.

Pazymékime A aibe grieitai didéjantiy tolydZiuju funkciju A, apibréZty intervale
[0, 00) ir tenkinantiy salygas A(0) = 0, A(o0) = tllvr{olo A(t) = oo, ir

A(t) — A(s)

log t—s

sup
s#t

< 0.

Jei X € A, Zymesime

T\ = sup {T >0: sup (log——— (t) )\(s)
8,t<T
n#t

<7}

_1-

Al =
Tegul z,y € D. Apibrézkime
(2,) = inf max { 7, supla(s) — (s
p(z,y) = jnfmax | 3, sup y(s)| -
Pastebéesime, kad
(1
pla,3) = supmin { 3, sup a(6) =t |
t>0 s<t
Pazyméje A~ ={A€A: sup()\(t) — t) < 0}, apibreSime metrika d:
= i A A .
d(z,y) = inf max {p(z o A,y 0 ), [IAIl; [|ll}

Simboliu ,,0* Zymime funkciju kompozicija. Kaip jau min¢jome, (D, d) yra pilnoji ir
separabelioji metriné erdve.

Dabar erdvéje D, apibréime metrika do. Jei T,y € Dy, tai

do(z,y) = d(z,Y) + La(ma, my),
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kur

[ o]

Lo(mg,my) = / |me(u) — my(u)|e™**du.

-—00

Kadangi d ir L, abi yra metrikos ir d(z,y) = O tada ir tik tada, kai = = y, tai dq i¥
tikryjy yra metrika. Be to, ji yra stipresné uZ metrika d. PavyzdZiui, jei zo(t) = 0, o
Tn(t) = (—nt +n~1) M n-2)(t), kur M4(t) yraaibés A C [0, oo) indikatorius, tai aidku
d(zn,z9) — 0. Nesunku isitikinti,kad z,, € Dy, kai0 < a < 1,n =1,2,..., tadiau
do(2n, To) /+ 0, kai & > . IS tikrujy,

1
— —au _ = p2a-1
Lo(mg, ,mzy) = / mg, (u)e”**du o= o!)n ,

kai 0 < @ < 1. Taigi La(ms,, mz,) 7 0, kai @ > L.

1lema. Su kiekvienu § > 0 funkcija wy(6) yra tolydi kiekviename metrinés erdvés (D, p)
taske x.

{rodymas. Akivaizdu, kad su kiekvienu T > ¢ funkcija w;(6,T) yra tolydi taske .
Funkcijos w(6) tolydumas iSplaukia i§ jos apibréZimo.

2lema. Jei d(z, z) — 0 (n — 00), tai mz,, (v) — mz(u) kiekviename funkcijos m (u)
tolydumo taske u.

[rodymas. Esant i8pildytoms lemos salygoms, galima parinkti dvi sekas An, un € A™,
n=1,2,..., taip, kad su kiekvienu T' > 0 galioty lygybés

lim sup lAn(t —t|= hm sup lun(t) —t| =0,
N0 0KtKT 00 0g

ir

lim sup |zoX,opu;l(t) —za(t)] =0. 2
n—000<I<T

Tegul 6 yra funkcijos w;(6) tolydumo ta¥kas, o € > 0ir T > 6 + € - bet kokie
skaitiai. Intervala [0, T') suskaidysime taSkais to = 0 < t; < ... < t, = T taip, kad biity
iSpildytos salygos

ti—ticy>6+¢ 1=1,2,...,7, ir

wz(6+¢,T)+e> max sup |z(s) —z(t)|. 3)
1<igrg JE[tim1,ts)
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Ta¥kai A-1(to) = 0 < A1(t1) < ... < A;!(tr—1) skaido intervala [0, T) i daliy
ir, esant pakankamai dideliems n, galioja nelygybés

AN(E) = At (tim) > 6, i=1,..,7—1, T- A (te—1) > 6.

1% lygybés
sup |z(s) —z(t)| = sup |z 0 An(8) — z 0 An(t)]
8,L€[ti-1,t:) 8,t€AT (ti-1) AR (24))
ir (3) turime
wy(6+¢,T)+€> max sup |z 0 An(s) — z 0 Anl(t)],
1S e Ag (i) AR (1))
we(6+¢T)+e> sup |z 0 An(s) — z 0 An(t)].
s,t€As" (tr-1),T)
Todél

Wzor, (6, T) S wz(6 +€,T) + €.
Panagiai samprotaudami, gausime nelygybes

w6 — €,T) — € < Wyop 01 (6,T) Sw(6+6,T) +e.
Dabar galime teigti, kad
1(6,T) = wg(5,T).

nll'ngo wzok,.op;

I§ Sios ir (2) lygybiy ir 1 lemos gauname, kad ’}Lrgo wy, (6, T) = wz(6,T). Pastaroji
lygybé yra teisinga su visais T' > 0, taigi ir

nlggo wy, (6) = wz(6).
Lema irodyta.

1 teorema. (Dq, do) yra pilnoji metriné erdvé.

[rodymas. Tarkime, kad z, € Do, n = 1,2,..., yra d,-fundamentalioji seka. 'ihomct
kiekvienam £ > O galime parinkti skai¢ius A > 0 ir natiiralyji N tokius, kad galioty
nelygybés

oo
La(m$N1m$N+k) = / |mzN (u) —Mzyik (u)le_‘"‘du <g, k=1,2,...,

—00
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/ mg, (u)e”**du<e, n=12,...,N, 4
o0
/m,n(u)e'““du <eg n=1,2,...,N. 3)
Vadinasi,
-A =)
/ Moy © AU < / Im-""N+h( ) = mzn(u)le""‘“du
—o0
+ / Mgy (w)e™"du <2, k=1,2,..., ir
)

oo
/m,m,‘e“"“du <2, k=12,....

I3 pastarujy dviejy nelygybiy ir (4), (5) i¥plaukia, kad

a o <]
lim sup / Mg, wye” ““du = lim sup / mg, (u)e™**du = 0. 6)
a——00 b—oo n

b
Kadangi seka z,, yra d-fundamentalioji, o metrika d - pilnoji, tai egzistuoja funkcija x €
D tokia, kad hm d(xn,x) = 0. Tatiau tuomet m,, (u) konverguoja i m,(u) visuose

funkcijos m, tolydumo taSkuose. Todél, turéedami omenyje (6), gauname
o0 .
/m,(u)e **du < oo ir lim / |z, (u) — ma(u)|e"**du = 0

Vadinasi, z € D, ir do(zn,z) — 0 (n — 00).

2 teorema. (D,, d,) yra separabelioji metriné erdve.

{rodymas. Pazymékime D™ aibe ty funkcijy, kurios igyja pastovias racionalias reik¥mes
intervaluose I = [(i — 1)n~Y,in"!),i = 1,2,...,ir D° = U D™ Jeiz € Dyirt? €

n=1
IMi=1,2,... yra funkcijos z tolydumo ta$kai, tai egzistuoja funkcija z,, € D™ tokia,

kad |z(t7) — zn(t7)| < n=2%, i = 1,2,.... Funkciju =, reik¥més z,(t) kiekviename
funkcijos z tolydumo taSke t konverguoja i z(t). Be to, wy,, (6) < wz(6+2n~1)+2n—22,
Kadangi w,, (6) = 0,kai0 < 6 < 1,t

2

w,, (6) < w,(5+ =

)+ 22 =wy(36) +26%%, n=1,2,... )
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ir

Mg, (u) € mg(u +log3) +2e%°%, n=1,2,.... )]
I8 (7) i8plaukia, kad

%1_% SUp g, (6) =0.

Todel seka z,, yra kompaktiska erdveje (D, d) (Zr. [1]) ir d(zn,z) — 0 (n — 00). Pagal
2 lema m,,, (u) konverguoja | mz(u) visuose funkcijos m, tolydumo taskuose. Todél,
pagal (8), L(mz,,mz) — 0 (n — o). Vadinasi, do(zn,z) — 0 (n — o0). Taigi D°
yra metrinés erdvés ( Dy, do) separanté. Teorema irodyta.

Dabar nusakysime kompakti§kumo erdvéje (Dq, do) salygas.

3 teorema. Erdvés (Dg,d,) poaibio A uidarinys yra kompaktiskas tada ir tik tada, kai
su kiekvienu T > 0

sup sup |z(t)| < o0 ()]
T€EAOKIKT
ir
lim sup / mg(u)e”**du = 0. (10)
a——00 IEA
)

{rodymas. Tarkime, kad patenkintos (9) ir (10) salygos. Tuomet w;(6) — 0 (§ — 0)
tolygiai aibéje A. Todel aibés A uZdarinys erdvéje (D, d) yra kompaktiskas (¥r. [1]). Jei
zn € D,n = 1,2,.., tai i§ sekos z, galima i¥skirti konverguojanti poseki z,, t.y.
egzistuoja funkcija € D tokia, kad d(z,/,z) — 0 (n’ — 00). Bet tuomet

oo
/ mz(u)e™**du < oo,
—o0

taigi ¢ € D,. Kadangi m; ,(u) konverguoja i m.(u) kiekviename funkcijos m. (u)
tolydumo taske u, tai do (zn/, ) — 0 (0’ — o).

Irodysime teoremos salygy biitinuma. Jei aibés A uZdarinys yra kompakti¥kas, jos
uZdarinys erdvéje (D, d) taip pat yra kompaktiskas, kadangi metrika d, yra stipresne
uZ d. Todél salyga (9) yra patenkinta. Jeigu nebiity patenkinta (10) salyga, tai tuomet
galétume rasti skaitiu seka a,, ir funkciju seka z,, € D tokias, kad a, — —o0 (n — o0)
ir

liminf | my, (u)e™**du > 0. an

n—0o0
—00
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I3 sekos z, iSskyre poseki ., konverguojanti, i kokia nors funkcija z € D,, gautume
lygybe -

oo
lim / |me,, — m,(u)le""“‘du =0.
n’—o00 "

—00
Kadangi 8i lygybe priestarauja (11), tai prielaida, kad (10) nepatenkinta, yra klaidinga.
Teorema jrodyta.

PaZymékime 7, 4, erdvés D, atvaizdi i R¥, kuris apibréZiamas lygybe
T (2) = (2(t1), ..., 2(tk)), T € Da, t1,...,t € [0,00).

Tegul D, yra erdvés (Dq, do) Borelio aibiy o-algebra. Nesunku isitikinti, kad atvaizdis
Tt,...t, Yra iSmatuojamas o-algebros D, atZvilgiu. Jei Q yra begalinio intervalo [0, co)
poaibis, o B¥ — euklidinés erdvés R* Borelio aibiy o-algebra, tai visy aibiy wt’l.l._tk (H),
H € B*, klase Zymésime Fo, t.y.

Fo={m ' (H): ti€Q,i=1,....,k, HeB* k> 1}.

4 teorema. Jei Q yra visur tirStas intervalo [0, 00) poaibis, tai klasé Fq generuoja erdvés
(Da, dy) Borelio aibiy o-algebrq Da.

Sis teiginys irodomas panagiai, kaip ir analogiskos teoremos erdvése DI[0,1], D[0, c0)
ir Do [0, 1] (2r. [5), [1], [2]).
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On metrization of the space D, [0, c0)
R. Banys

A complete metric on the function space D [0, 00), which is a subspace of the space D[0, co)
of functions without discontinuities of the second kind, is constructed. This metric converts
Da 0, 00) into a complete separable metric space. It is a modification of a metric on Da[0,1]
introduced by Woodroofe, and is stronger than the well-known metrics on D0, 00). Conditions for
compactness of the subsets of D.[0, co) are given.



