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Apie pirmos eilés diferencialiniy lygCiy neaprézZtus
sprendinius
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el. pastas: ggintaut@gmfku.lt

Diferencialiniy lyggiy teorijoje apibréZiant pradiniy arba kradtiniy uZdaviniy spren-
dinius t.t. formulémis pla&iai yra naudojami taip vadinami fundamentaliis arba ypatingi
sprendiniai. Straipsnyje [1] Ko3i uZdavinio

us + F(t,z,u,uz) =0,
u(0,z) = p(z),

sprendiniai buvo uZduoti formule

0]

u(t,z) = €i€xgn [p(€) + (2, z,€)].

Funkcija ®(t, z, £) galime apibréZti taip: tegul u°(t, z, ) yra (1) lygties sprendiniai, ten-
kinantys pradine salyga

u(0,z) = c|z — €|,
tuomet
—_ 3 c
o(t,z,8) = cBﬂou (t,z,€).
Pastebésime, kad 3i funkcija tenkina tokia prading salyga

0, $=€1

Q(O’z’ f) = { +w, T # g.

Siame darbe panaus algoritmas naudojamas apibréZiant diferencialinés lygties
v +H(z,y) =0, @

bendraji sprendini. PradZioje yra apibréZiami sprendiniai G(z,£) tenkinantys prading
salyga.

G(¢,€) = +oo. (3)
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Juos galime uZduoti tokiu budu: tegul y°(z, £) (2) lygties sprendinys su pradine salyga

y(€) = ¢,

tuomet
= ki c
G(z,€) = lim y°(z,8).

Straipsnyje suformuluotos salygos, kuomet funkcija G(z, £) yra baigtiné ir uZduoda
bendraji (2) lygties sprendini.

Tokio tipo konstrukcijos netinka tiesinéms lygtims. PavyzdZiui, nagrinéjant tiesing (2)
lygti galime parodyti, kad G(z, £) = +o0, kai (z, &) € R2.

Tegul funkcijos H(z,y), Hy(z, y) yra tolydZios erdvéje R2. Tarkime egzistuoja tokie
Yo € R, kad ’

H(z,y) = 0, @

o integralas

+o00 d
_dy |
y[ Hay) )

tolygiai konverguoja +oo aplinkoje, kai y > yo, 0 z priklauso apréZtoms aibéms i§ R.
Prie $iy salygy yra teisinga teorema.

Teorema. Funkcija G(z,§) yra (2) lygties vienintelis sprendinys, tenkinantis pradine
sqlyga (3). Jeigu funkcija H(z,y) tenkina sqlygq

H(z,y) > oaly|*** + as, (6)

a1, a2 > 0, visiems (x,y) € R?, tuomet funkcija G(z, €) yra (2) lygties bendrasis spren-
dinys.

Irodymas. Fiksuojame { € R. Remiantis egzistavimo ir vienaties teorema, sprendiniai
y° egzistuoja ir y* > y*2, kai ¢; > co. Parodysime, kad jie yra tolygiai pagal c apreiti
intervale (¢, £ + €]. Skai&iy € > O parinksime toki, kad ¥iame intervale y° (z,8) 2 v
kokiam nors co. Toksai skaicius co egzistuoja, nes y(£,£) = co, taigi galime ji paimti
pakankamai didelj ir toliau pasinaudoti funkcijos y°°(z, £) tolydumu. Tegul ¢ > ¢ ir
z € (&, € + €. Remiantis (2),(4)

v (z,§) 120
Hav(@d)
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arba

_ Yt _
€/ tv.9) dt+a:-——§-0.

Atlike pakeitima s = y°(t,£), t = (y°)~(s) po integralo Zenklu (i§ lygties (2) ir salygos
(4) turésime funkcijos y°(t, £) monotoni¥kurna intervale (&, € + €]), gausime

v°(z,€) d
S
—— _4+z-£=0,
H(@) )9 T27¢

arba

ds
H((y*)~1(s),5)

ye(z,€)

=2,‘—€>-0. (7)

Fiksuosime z € (§,€ + ¢€]. Tegul z — £ = ¢o. Kadangi (y°)~!(s) € [¢,z], kai
s € [y°(z, £), c], tai remiantis (5) galime teigti, jog egzistuoja C > yo, kad

/ _ﬁ_' = %o,
“(2,6) B e)s)
kai y°(z, £), ¢ > C. Pasinaudoje (7) gauname, kad y°(z,£) < C,kaic > C.

Taigi ribin¢ funkcija G(z,£) intervale (§,£ + €] yra baigtiné ir monotoni¥kai
maZgjanti. Parodysime, kad 8i funkcija tenkina (2) lygti. Tegul zo, 2o + h € (£,£ + €].
Pasinaudodami funkcijos H (x,y) tolydumu ir (2) lygtimi, o taip pat funkcijy y°(z, £)
apréftumu, kai z € (€ + 6, £ + €], gausime, kad egzistuoja konstanta M > 0, nepriklau-
santi nuo c, tokia, kad

zo+h
ch(xo + h’f) - yc(ZOa £)l = / H(l‘, yc(x’ 6)) dr < Mh.

To

Peréjus prie ribos, kai ¢ — +o00, gauname funkcijos G(z, &) tolyduma pagal z. To-
liau, pasinaudoje Dini teorema, galime teigti, kad monotoni¥kai didéjanti funkcijy seka
{v°(z,€)} tolygiai intervale [¢ + 6, + €] konverguoja prie funkcijos G(z,£), Kai
¢ — +oo0. Taigi galime pereiti prie ribos, kai kai ¢ — +o0, lygybéje

V(@0 1 (@0,€) = - [ By (@0)ds
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po integralo ¥enklu, kai zo, = € [ + 6, + €], bet kokiam § € (0, €). Gausime
G(z, &) — G(zo,&) = —/H(x, G(z,£))dz.
Zo

Taigi funkcija G(z, €) tenkina (2) lygti, o remiantis funkcijos G(z, £) apibréZimu gau-
sime salyga (3).

Parodysime, kad taip apibréZta funkcija G(z, £) yra vienintelé. Tarkime G*(z, £) yra
kitas (2), (3) uZdavinio sprendinys. Fiksuokime intervala (¢, £ + €), kuriame abu spren-
diniai yra apibréZti ir paimkime zo € (§,£ + €). IS egzistavimo ir vienaties teoremos
seka, kad G*(z0,£) > y°(o, £) bet kokiam ¢ € R, vadinasi G*(z0,£) > G(zo,§)-
Kad irodytume prieSinga nelygybe, paimkime G*(z + 6,€),6 > 0,z + 6 € (§,£ + ¢).
Akivaizdu, kad y°(z,£) > G*(z + 6,€), kai ¢ > G*(€ + §,€), taigi ir G(z0,£) >
G*(xo + 6, ). Pasinaudoj¢ funkcijos G(z, ) tolydumu pagal z ir peréj¢ prie ribos, kai
6 — 0, gauname G(zo, £) > G*(z0,§) arba G(xo,£) = G* (%0, ).

Dabar irodysime, kad funkcija G(z, ) yra (2) lygties bendrasis sprendinys. Remian-
tis (6)

0= Ga(z,€) + H(2,G(,)) > Cal®,€) + 1| Cla, ) +
arba
Gq(z,€) + a1|G(z, )| + a2 < 0.

Atlike elementarius pertvarkymus turésime

F Ga(z,6)dr
Y . 5 g ,
4mwme+m+z§ 0

dG

ay |G|1+a + ag
G(E+6,)

+z-§-6<0,

kai £ + 6, z priklauso funkcijos G(z,£) apibréZimo sri¢iai ir § + 6 < z,6 > 0. I§
pastarosios nelygybés turésime, kad funkcija G(z, £) yra pratesiama tiktai baigtiniame
intervale (£, z*), t.y. limz—z+_0 G(z,§) = —o0 ir z* < +o00.

Tegul y(z) yra (2) lygties sprendinys, tenkinantis prading salyga y(zo) = yo. Pa-
rodysime, kad egzistuoja toks & € R, kuriam y(z) = G(z,&o). Galimi du atve-
jai: arba sprendinys y(z) pratesiamas i kair¢ nuo taSko z tiktai baigtiniame intervale
(., To), T+ > —0o, arba tas intervalas yra begalinis. Pirmuoju atveju i§ (6) turésime
limg—z,+0y(z) = +o0, 0 tai reidkia, jeigu pasinaudosime sprendinio G(z, §) vienat-
imi, kad y(z) = G(z,.). Antruoju atveju sprendinys y(z) turi turéti bendra taska su
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kokiu nors sprendiniu G(z, ), t.y. jis turi sutapti su juo. Tai prieStarauja irodytai spren-
diniy G(z, £) savybei, kad jie yra pratesiami tiktai baigtiniame intervale.
Teorema jrodyta.

Pavyzdys. Teorema gali biti pritaikyta Rikati lyg&iai
¥ +a(z)y’ +b(z)y + c(z) =0.

Jeigu funkcijos a(z), b(z), c(x) yra tolydZios funkcijos ir a(z) > ao > 0, tai bet kokiam
§ € R egzistuoja ¥ios lygties sprendinys, tenkinantis prading salyga (3). Lyggiai

¥+y*-1=0 ®

néra idpildyta (6) salyga. Siuo atveju, kaip nesunku matyti, funkcijy Seima

1+ e_z(x-f)

G(z,8) = 1—e-2(z-0)

néra (8) lygties bendrasis sprendinys, nes ja sudarantiy funkcijy grafikai negali kirsti
pusiausvyros tasko y = 1, o tai reiSkia, kad jie negali eiti per taskus (zo, yo), kuriems
w <L
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On unbounded solutions of the first order ordinary differential
equations

G. Gudynas

The article is concerned with Cauchy problem

Gz(z,£) + H(z,G(z,£)) =0,
G(€,€) = +oo.

Let H(z,y), Hy(z,y) € C(R?) and
H(z,y) » a1 ly|'** + o,

where a1, a2 >~ 0. Then there exists the unique solution G(z,£) of Cauchy problem and it is
general solution of this equation.



