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1. Ivadas

Staripsnyje yra nustatomos Zemiau pateiktos elektro-mechaninés sistemos Zomerfeldo
efekto nestabilumo srities ribos. Elektro-mechaninés sistemos stacionariosios reik¥més
priklauso nuo parametro w; ir yra stabilios beveik visoms $io parametro reik¥méms.
Siam tyrimui atlikti jrodoma determinanto iSreikimo per Zemesnés eilés determinan-
tus formulé. Pastarosios formulés pagalba galima iSreiksti pakankama nestabilimo salyga
patogia analizei forma, bei irodyti, kad egzistuoja nestabilumo sritis ir pavaizduoti ja
grafi¥kai. Si formule, matyt, biity efektyvi ir skai¥iuojant matricy, turin&iy daug nuliy,
determinantus.

2. Elektro-mechaninés sistemos nestabilumo srities nustatymas

Nagriné¢kime platformos svyravimus, suZadintus prie pastovios elektros srovés variklio
ekscentriskai pritvirtintos spyruoklés. Sios sistemos diferencialinés lygtys yra [1, 2]

a=—p—a+ Z%we_o sina =: Fy(a, ),
d=w-—-wp+ 2—% cosa =: Fy(a, a,w),
w=1I"1 (—%9 sina — Ri + U) =: F3(a, o, w, i),
i =L~ (—xwi— Ri+U) = Fy(w,1).

1)

Cia kintamieji a, o atspindi platformos judesi, w — variklio kampinis greitis, i — variklio
apvijose esantis elektros srovés dydis. Visos kitos (1) raidés — tai mechaniniy ir elektriniy
procesy parametrai. Pilnai i§spresti per parametrus stacionarias (1) reik$mes (¢, = &, =
Ws = iy = 0) nepavyksta, todél patogu jas iSreiksti per viena kintamaji w, [4]:

gy = ——=% . cosa, = i;
wo/4m2E2 + r? \V4m2€2 4+ r?

r . U

Slnas=\/——‘i—mzz——ﬁ-—r;; £=w3_wo;, ia=m; 2)
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»U? , rcie?
Mey = By Mo =Pt oo ameE 1 72)
Mgy + M, =0.

I8 paskutinés (2) lygties randamas w, dydis. Keisdami vieng i¥ sistemos parametry,
pvz. U, prakti%kai isitikiname, kad stacionarios reik§més yra beveik visur stabilios, i§sky-
rus nedidele uZrezonansine sriti [3].

Tegul sistemos (1) charakteristiné lygtis stacionariame taske s = (a,, s, ws, 1,) bus

A4+ a303 4+ a9A? + a3\ +aq4 =0,
dia

O(F1, F, F3, Fy)
__(_1\4 » £2) L3
s =(-1) d(a,a,w,i) s

= A4.

Sia nestabilia uZrezonansine sriti gana gerai aprafo viena i§ pakankamy nestabilumo
salygy a4 < 0 [3]. Apskaitiuokime ja, pritaikydami ketvirto laipsnio determinanto i§-
reifkima per antro laipsnio determinantus, t.y., panaudokime (6), kain =4, k = 2.

a(FlvFZaF37F4) _

8(a,a,w,i) s
9Fy 8F, 9F | | 8Fy 8F 3R
—5711 da Ow fa OBa 8i
8F, 8F; OF: 9F;, 0F; OF
P2 Pa 92 || e Be B

_ 8F, 9Fy OF; | | 8Fs 8Fs 8F3

or ok |71 || Bat Ba Bw | | Ba Ba o

_ | 8a B«
| 8F; OF,

e b s 8F, 8F, OF | |8F 9F BF
a a Ow a a i
8F, 0F; OF 8F, 8F; OF
a a -5:} a Oa i
8F; OF, OF. 8F; BF; OF.
S o B | | 9a Ba B,

Apskai&iave Siuos determinantus stacionariame taSke (2), gauname:

A, = 4m2¢? 4 r? mws+R\ 1 5021’32,.4"12 o 9,202
4= 4m? (_ L 1 wo(4m?2€2 4 r2)2 P Rt
Ir pastebéje, kad
OMpy _ 20 OMy __drclelem’
Bw, (R4 xws)3  0Ow, =P wo(dm2€2 + r2)2’

galime u¥radyti pakankamg nestabilumo salyga

a(J\JE'M - Mp) >0
Ow, )
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Sia nelygybe patogu iSspresti grafiskai, nubréZiant kreives Mgas(w;) ir Mp(ws). Ju
susikirtimai bus sistemos stacionariis ta¥kai. Nestabiliis bus tie i¥ ju, kuriuose grafikas
MEgnm(ws) stacionaraus ta¥ko kairéje bus Zemiau My (ws), o defingje — atvirk$&iai. To-
liau sustosime ties (6) formulés jrodymu.

3. Determinanto iSreiSkimas per bet kurj elementa

Sistemos

n

Y ayz;=0 (i=1,...,n) 3)

=1

koeficienty matricos ||a;;|| determinanta paZymésime simboliu A,, arba tiesiog A. Tada
galioja formule, i3reiSkianti determinanta per bet kuri matricos ||a;;|| elementa a;:

A, = (—1)i+ja:j("_2)Ai;j n 23, a;; #0. @)

n-1

Cia A} | yran — 1 eilés determinantas, kurio elementai yra antros eilés determinantai:

Qij Qim

) &)

W | =det||lexmll, exm=

Qkj Qkm
k=1,...,i-1,i+1,...,n; m=1,...,j-1,54+1,...,n.

1 pavyzdys. Tegul formuléje (4)n =4,i =2, j = 3:

Ay = —az2- AF® arba

a23 a21 | | @23 @12 | | az3 az4
ay; a2 a13 a4 a13 11| [a13 a12| |a13 Q14
az) a2z az23 d24 _ _]_._ a3 @21 | | az3 az2 | | as3 azq
az; azz ass as4 h _033 @33 a31 | | @33 a32 | [a33 azq
@41 @42 043 G4q a3 G21 | | @23 @22 | |az3 ag4
Q43 Q41 | | Q43 Q42 | | Q43 Q44

Determinanto A:,’_ 1 interpretacija gali biiti tokia: i§ lyggiy sistemos (3) paimkime -
taja lygti ir i8 jos i¥spreskime j-taji kintamaji z; per likusius (a;; # 0). Eliminuokime r;
i§ likusiy n — 1 lyggiy, istatant i jas gautaja i¥raiska. Sutvarke koeficientus prie likusiy
n — 1 neZinomujy kiekvienoje i§ n — 1 lygtiy ir padauging kiekviena jy i¥ a;;, gausime
sistema, kurios koeficienty matricos determinantas bus Afj’;l.
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4. Formulés (4) apibendrinimas

Determinanta A, galima i§skaidyti per bet kuriuos jo elementy determinantus tokiu
bidu:

— i1+ ikt+g +"‘+jk. ‘—(ﬂ—k—l) . ilr"‘vik;jly'--yjk
An = (-1)" ' By mibitrin” Bnlk : ©

Cia indeksai i, ir j, turi biti uZraSyti didéjimo tvarka, Ay, . ixijy,...i 7 0irl < k <
n-—2.

Indeksai iy, . .., ik; J1, - - - , Jx simbolio A apatioje reiskia, kad €ia yra determinantas,
gautas i§ A determinanto matricos, palikus tik tuos elementus, kurie yra iy, . .., i eiludiy
irji,. .., jk stulpeliy sankirtose. Tokiu biidu, A;, ... i:41,...,5: Yra k-tos eilés determinan-
tas.

Indeksai 41, ..., %k} j1,- . -, jx Simbolio A virSuje rei$kia, kad $is determinantas gau-
namas i§ A iSbraukus iy, ..., i eilutesir ji, . .., jk stulpelius. Apatinis indeksas patiks-
lina determinanto eile. Sio determinanto elementai savo ruoZtu yra k + 1 eilés determi-
nantai.

Jeigu A:‘::;’ih;jl""'jk =det ”bij”i,j=1,n—k» tai

Giyjy Girga -+ Girje Binj 1<ign
’
Qizjy Riggy -+ Gigjx Gigj 1<j<n,
bij=| ... oo oo oo |y Lt )
Al B L i ¢ {in,. .00k},
k] 1% PR ‘i-kjk ‘ikj . . .
I kI IL 5 E {00k}
Qijy  Qijy ... Gijy  Gij

S. Formulés (4) irodymas

Padauginkime kiekviena A, eilute, iSskyrus i-taja i§ elemento a;;. Paverskime j-tajame
stulpelyje elementus nuliais (i¥skyrus tik elementa a;;). Tam padauginkime i-taja eilute
i§ ax; ir atimkime nuo k-tosios eilutés (Cia k=1,...,nirk # i). Tada gausime:

(n-1) -
aij M An -
a;ja1l] — ;1015 ... @ij015-1 — Qij—101; 0 aija141 — aij+1015 -
0
= a;l . Qij—-1 a,-,- Qij+1
0

@ijn1 — Qi1Gnj - - - BijGnj—1 — Gij—18n; 0 GijGnji1 — Qij418n;j ...

Deginéje puséje esantis determinantas, iSskleistas pagal j-taji stulpeli, bus lygus
(=1)*+9 . A} | a;;. Tokiu bidu formulé (4) irodyta.
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6. Formulés (6) irodymas

NenusiZengiant bendrumui, irodymg pateiksime atveju, kai i; = 1;i; = 2;..., ix = k,
J1=1,3J2 =2,..., ji = k. Tada (6) igis pavidala: :

Bn = AT Dk AR, Y

(6) formule galima gauti i¥ (7), sukeiliant eilutes ir stulpelius vietomis. Tada de3i-
nejé esantys determinantai nepasikeis, o prie§ determinanta A, teks iSkelti Zenkla
(=1)ft-Hietirt+ik kuris ir yra galutingje (6) formuléje.

Sios formulés jrodymo esme sudarys matematinés indukcijos metodas, pritaikytas in-
deksui k. Kai k = 1, ji virsta (4) ir yra jrodyta punkte 3. Tegul galioja indukciné prielaida:

—k Lk=1,1,..0k=1
An=A4p (nk )1 k=1 Anli4 ®

Pakeisime (7) ir (8) formuliy deSiniasias puses taip, kad jos sutapty ir tokiu biidu
irodysime (7) formulés teisinguma.
Sutrumpinsime paZymeéjimus (7), (8) formulése:

Ak = Al,...,k;l,.n.k k= 1,2, vy

PaZymékime formuléje (8) antrojo determinanto elementus b;;, t.y.:

1,e,k=1;1,. k=1 _
ApTpy T = det||bigl i j=1,n—k+1, )
a1 a2 e Q-1 Qlk—1+j
b,‘j =
Gk-1,1 Qk-1,2 ... Gk-1k-1 Ok-1,k-1+j

Qk—1+i,1 Ck—1+i,2 -+ Ok—14ik—1 Ck—1+i,k—1+j
Pritaike formulg (4), i§sklaidykime determinanta (9) pagal pirmaji elementa:
A;,:k,i—l'l;l,...,k—l — A;("-k_l) . &; (10)
tia A = det||cij||i,j=1,n—&- Istate (10) i (8) turésime
An = AR AZ(R-DR 11)

Dabar pertvarkysime formulés (7) definiaja puse:

1! 1 1 l

A, = det ||dyj||i j=1,n-k, Cia
aix @12 ... Q1k  Qlk4j
a1 @22 ... Q2k Q2k4j

dij=
Gkl Gk2 ... Qkk  Qkk+j

Qk+i,1 Qk+i,2 « .+ Ok4ik Qk4i k+j
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Isskaidykime kiekvieng i§ elementy d;; pagal pirmas k — 1 eilutes ir pirmus k£ — 1 stul-
pelius. Pagal indukcing prielaida (8):

ail a12 ... Q1k-1 Qik a1l @12 ... Q1k-1 Qlk4j
az1 Q22 ... G2k-1 G2k az1 @22 ... Q2k-1 A2k+j
Gkl Qk2 ... Qkk-1 Qkk Akl k2 ... Qkk—1 Qkk+4j
— -1
di; AL
ayp a2 A1k-1 Qik a); a12 A1k-1 Clk+j
az1 a2 azk-1 G2k azi1 a2z Q2k—-1 Q2k+j
Ak 44,10k44,2 - - Ck4i,k—10k4i .k | | Ck+44,1Qk+44,2 -« - Qk4i,k—10k+4i k45

I kiekvienos determinanto |d;;| eilutés i$keliame pastovy daugikli A}, prie¥ determi-
nanto Zenkla ir, pastebéje, kad ¢;; = dijAx—1, turime

L,okil,. 0k —(n—k) X
TAN =Ak£1 ).A.

I8 (7) turime A, = A7 "% AL("F A Formuliy (11) ir (12) deSiniosios puses
sutampa, o tai ir reikéjo jrodyti.
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Determination of an unstability area of a system by using the
expansion of a nth order determinant by kth order determinants

A. Kavaliauskas

The article deals with a proof of a firmula, devoted to expansion of a determinant by any of
k rows and k columns. By its help the area of unstability in a electromechanical system can be
determined.



