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Lygtys ir nelygybés vidurinéje mokykloje

Petré-Valda GREBENICENKAITE (Siauliy Salduveés vid. mokykla, SU)
el. pastas: mat.kat@cr.su.lt

Mokykloje sprendZiamos jvairios lygtys ir nelygybés. Mokiniai daro klaidas spresda-
mi logaritmines ir rodiklines lygtis, kai po pertvarkymy gauna algebrine lygti, nes nemoka
ju tapadiai pertvarkyti.

Lygtims spresti daZnai taikomos funkcijy monotoni§kumo savybés. PavyzdZiui: Ras-
kite teigiamq lygties 2 = —x% + 3 Sakni, Sios lygties viena Sakni z = 1 lengva atspéti.
Kadangi funkcija y = 27 didéja, o funkcija y = —z2 + 3 maZéja intervale [0; +00), todél
$aknis = = 1 yra vienintele.

Panagiai sprendZiama ir nelygybé

log,(VZ + 1) lg(z + 1) > 1.

Duotosios nelygybés apibréZimo sritis — neneigiamy skaiciy aibé. Akivaizdu, kad Siame
intervale sandauga log,(v/z + 1) - Ig(z + 1) igyja reik¥me 1, kai z = 9. I§ tikrujy,
log,(v/9+1)-1g(9+1) = log, 41g 10 = 1. Funkcijosy = log,(v/Z+1)iry = lg(z+1)
yra monotoni§kai didéjancios, todeél, kai = > 9, jos igys reik¥mes, didesnes uZ 1, vadinasi,
ir ju sandauga bus didesné uZ 1. Vadinasi, duotosios nelygybés sprendiniai yra intervale
[9; +00).

Monotoni$kai maZéjancios funkcijos savybés taikomos sprendZiant nelygybe

logs(1 + v/z) > logyg 2.

Duotosios nelygybés apibréZimo sritis (0; +00). PaZymékime log,¢ z = y, tada z = 16Y
ir duotoji nelygybé igauna pavidala logs(1 + 4¥) > y. I3 &ia

y v
14+4Y>5Y arba (%) +(§) > 1.

Kadangi funkcija f(y) = () + ()Y > 1 yra maZjanti (kaip dviejy maZéjanciu
funkcijy suma), lygybé f(y) = 1 teisinga su vienintele reikime y = 1. Nelygybé (-;—)v +
(%)Y > 1 teisinga su reikme y < 1. Todél log;¢ = < 1. I &ia 0 < z < 16.

Reikia atkreipti démesi, kad lygtis f(z) = a turi Sakny tik tada, kai a priklauso
funkcijos f(z) reik¥miy sritiai. Jei f(z) yra monotoniné funkcija, tai lygtis f(z) =
a turi vienintele 3aknj tada ir tik tada, kai a priklauso funkcijos f(z) reik¥miy sri¢iai.
Jei funkcija f(z) didéjanti (maZéjanti), f(x) apibréZimo srities funkcijos f(z) reiksmé
didesné uZ a, tai lygtis sprendiniy neturi.
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Panagrinékime iracionaliyjy lyg€iy sprendimo pavyzdZius.

1) Parodykite, kad lygtis /4z + 1 + /= — 2 = 1 neturi sprendiniy.

Kairiojoje lygties puséje esanti funkcija yra didéjanti kaip dviejy didéjanciy funkciju
suma. MaZiausia reik¥me 3 ji igyja, kai z = 2 (apibréZimo sritis [2; +00)). Vadinasi,
kairiosios lygties pusés reik¥me visada didesné uZ 1, todél lygtis sprendiniy neturi.

2) Kiek sprendiniy turi lygtis Vo — 1+ vz +4+ /3 +1=9?

Kairiosios lygties pusés funkcijos apibréZimo sritis [1; +00). Si funkcija yra didéjanti
ir maZiausia reik$me 2 + v/5 ji igyja, kai £ = 1. Kadangi 2 + V5 < 9 < f(100), tai
skaiius 9 patenka i funkcijos reik¥miy sritj ir ai$ku duotoji lygtis turi viena sprendini.

3) Ispreskite lygti vz — 2+ vz + 1= 3.

Matome, kad z = 3 yra lygties $aknis. Kairiosios lygties pusés funkcija yra didéjanti
(kaip suma dviejy didéjanciy su reikSme z > —1 funkcijy). Todél lygtis turi vienintele
Saknj z = 3.

4) Isspreskite lygti /T—+/z + 1 = 0, 2. Kintamojo z leistiny reik¥miy sritis [0; +00).
Funkcija y = /7 didéjanti, tai /z + 1 > /z. Kairioji duotosios lygties pusé neigiama,
o deSinioji — teigiama, todé¢l sprendiniy néra.

Vieninteli sprendinj turi ir lygtis z2°02 + 2001z = 2002, kurios Kairioji pusé yra
didéjanti funkcija kaip suma dviejy didéjandiy funkcijy y = z2°°%2 ir y = 2001z, o
deSinioji — konstanta. Todél lygties sprendinys yra z = 1.

Lygtims spresti taikomos ir funkcijos apréZtumo savybés, t.y., jei funkcijos f(z) ir
g(z) tokios, kad visiems z galioja nelygybés f(z) < a ir g(z) < b, ir duota lygtis

f(z) + g(x) = a + b, tai ji ekviavalenti sistemai f(z) =a,
(=) +g(z) i o) = b
Sios savybes taikomos spresti lygti
c0s2090 3 4 5in200 £ =1,

Kadangi | cosz| < 1ir|sinz| < 1, tai

2

0082000 2 -n2001z < sin’z.

T <cos‘z, si

Tada

0082000 2001

z + sin z < cos? ¢ + sin? , t.y., c0s2%%0 7 4+ sin?1z < 1.

Lygybe galima tik tuo atveju, kai

{ 052000 3 — cos? z,

§in?°°! 7 = sin® z.

Gautoji sistema ekvivalenti sistemy visumai:

sinz =0, sinz =0, sinz =1,
b arba{
cosz = 1; cosz = —1; cosz = 0.
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=2k, k€Z, z=n+2mn, neZ, :c=g+21rm, me Z.

Ats:z=mn,n€Z, z=5+42mrmmeZ.

SprendZiant lygtis taikomas ir reik§miy aibiy palyginimas.

Jei visiems z € X teisingos nelygybés f(z) > air g(z) < a, tai lygtis f(z) = g(z)
aibéje X ekvivalenti lyggiy sistemai

{ f(m) =a,
g9(z) =a.
PavyzdZiui,

8 — 7z — 422 +20 =0,
z® — 8z 416 = —zt + 422 — 4,
(z* - 4)? = — (2% - 2)2.

Kadangi (z4 - 4)2 >0, —(2?-2)2<0,tai

zt-4)2 =0, 72 =2,
{§x2—2;2=0;=> {x=ﬂ:\/§;=> z=%v2

Ats.: £2.
Reikia atkreipti démesi i tai, kad jei

(1020 {f0)<e

9(z) < a; 9(z) 2 a;

tai lygtis f(z) = g(z) neturi sprendiniy.
Nelygybéms spresti taikomas intervaly metodas.
PavyzdZiai:
1) ISspreskite nelygybe:

(z —2)|z —1|(e® —4)
z2(z — 1)(sinz + 2):’73‘73 >0

Pirmiausia paZymime

(z=2)|z - 1|(e® - 4) .
z%(z — 1)(sin:c+2)m

9(z) =

g(z) =0,kaiz=2; e*—4=0,ty.,e* =4arbaz =Ind.

g(z) neegzistuoja, kaiz = 0;z = l;2 = -2,z = —1.

Vadinasi, D(g) suskaidoma i 7 intervalus: (—oo; —2); (~2; —1); (=1;0); (0;1);
(1;In4); (In4;2); (2;+00) ir du taskus In4;2. g(z) > O intervaluose (1;In4) ir
[2; +00).
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2) I$spreskite nelygybe

x_f>\/:r2+x-—12(3a:—x2—2).

T —

Pirmiausia pertvarkome duotaja nelygybe:

x_f +VEF D@ -3)@-2)@—1)>0;

x_

(z-2)1++/(z+4)(z—3)(z-1)?) >0,
-1

PaZymime

9(z) = (z-2)1+(z+4)(z-3)(z-1)?) .

r-1

Nelygybeés apibréZimo sritis: (—oo; —4] | J[3; +00). Lygties

-2+ VE+HE-3@=-1)%) _,

z-1
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Saknis z = 2. Ta¥ky z = 1, r = 2 nepaZymime skaitiy ties¢je, nes nepatenka i nelygybés
apibréZimo sriti. Todél skaitiy ties¢ padalijama i du intervalus (—oo; —4] ir [3; +00),

kuriuose g(z) > 0.
Ats.: (—o0; —4] U[3; +00).

Lygtims spresti taikomos ir proporcijy savybeés. PavyzdZiui,
1) Isspreskite lygti

22 —10z+15 4z
z2—6z+15 22 -—-12z+15

Taikome proporcijos savybe.
Jeig=9, c#0; d#0,tai

o

c—d
+d

a—

+

Q
o
o

Tada

2?10z +15— 22+ 62 —15 4z—z?+12x—15
22 -10z+15+ 22— 6z+15 4z +22-12z+ 15

—4z _ —z?+16z-15
22 -16x+30 z2-8z+15

b
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2z _z2—16:1:+15
22 —8r+15 22—-8x+15°

Gautojoje lygtyje 2 — 8z +15 # 0, ty, z # 3; = # 5 Betz =3irz = 5yra
duotosios lygties sprendiniai.

SprendZiame lygti 2z = z? — 16z +15,ty.,z2 —18z+15=0, z=9=% /66.
Vadinasi, z = 3;5;9 — v/66; 9 + /66.

Duotaja lygti galima buvo spresti padalijant kiekvienos jos pusés skaitikli ir vardiklj
i z ir padaryti keitini t = z + L.

I3spreskite lygti

2v3cos10°+1 _ tgdz
2sin100+1 = tgr

Taikome proporcijos savybe

2v/3c0s10° 4+ 1+2sin10°+1  tg3z + tgz
2v/3c0s100+ 1 —2sin100 —1  tg3z —tgz’

2v/3cos10° 4+ 25in10°+2  sin3zcosz +cos3zsinz
2v/3cos 100 — 25in 100 " sin3zcosz — cos 3z sinz’

2(vV3c0s10° +sin10° +1)  sin4z
2(v3cos100 —sin10°)  sin2z’

2 (¥ cos10° + }sin10°) +1
2 (%3: cos 100 — 3 sin 100)

= 2 cos 2z,

2 (cos 30° cos 10° + sin 30%sin10°%) + 1
2 (cos 300 cos 100 — sin 307 sin 10°)

= 2cos 2z,

2c0s20° +1 2 (cos20° + 1)
_— = N M LA
2 005 400 2 cos 2z, 5 005 400 cos 2z,
cos 20° + cos60° 9 008 2 2c0s40° cos 20° 9 0052
cos 400 - ’ cos 400 - s

cos 2z = cos 20°, 2z = +20°+360%, ne€ Z, z==+10°+180°,n€ Z.
Ats.: z = £10° +180°n, n € Z.
SprendZiant lygtis ir nelygybés daZnai reikia parinkti racionalius sprendimo metodus,

sumaniai atlikti analize. PavyzdZiui, I$spreskite nelygybe

(z? + 2z)(tg’c + 3=-1) 0.
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Kadangi tg?z + 3~ > 0 su visomis z reikimémis, i¥sskyrus z = £ + 7n,n € Z.
Vadinasi, duotoji nelygybeé ekvivalenti sistemai

22 4+22 <0,
z#%5+mn, nez

Nelygybés 2 + 2z < 0 sprendiniai yra intervalas [—2; 0]. I% 8io intervalo reikia eli-
minuoti skaitiaus z = § + mn,n € Z. Tokiu skai¢iumi yra —F. Vadinasi, z €
(-2 -3 U(-5:0].

Mokyklos algebros kurse néra bendro metodo, kaip spresti lygtis ir nelygybes. Ban-
dymas Siame straipsnyje apZvelgti kai kuriuos lyggiy ir nelygybiy sprendimo metodus,
mano manymu, naudingas mokiniams, pasirinkusiems tikslinj kursa ir ruoiantis valsty-
biniams egzaminams.
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Equations and inequalities for secondary school students
P-V. Grebeni&enkaité

In this article different solution methods of equations and inequalities are reviewed. It’s ne-
cessary and useful for advanced level students preparing for the final examinations and various
Olympiads and tournaments.



