Liet. matem. rink., T. 41, spec. nr., 444450
© 2001 Matematikos ir informatikos institutas

Sumos vertinimas asimetriskoje populiacijoje

Danutée KRAPAVICKAITE (MII), Jurgita TURKUVIENE (VU)
el. pastas: krapav@ktl.mii.lt, jurgutet@takas.lt

1. Ivadas

Nagrinéjama baigtiné populiacijaldf = {uy,us,...,un} su tyrimo kintamuoju y, kurio
reiksmés {y1,y2, ..., yn} neZinomos ir gali biiti suZinotos imties elementams. Nagri-
néjamas toks kintamasis, kurio skirstinys populiacijoje yra asimetriSkas, kartais atsitik-
tinai igyja nulines reikSmes ir turi didel¢ populiacijos dispersija. Vertinamas paramet-
ras yra populiacijos suma t, = Eil yi- Yra ir papildomas kintamasis x, charakteri-
zuojantis populiacijos elementy dydi, koreliuotas su tyrimo kintamuoju, kurio reikSmés
{z1,z2,...,zN} yra Zinomos visiems populiacijos elementams. Atliekamas tyrimas
tikslu kuo tiksliau jvertinti tokio tyrimo kintamojo populiacijos suma.

Yra ivairiy metody, kaip i8rinkti imtj, jvertinti populiacijos suma ir §io jvertinio dis-
persija, atsiZvelgiant | papildomo kintamojo reik¥mes, kai populiacijos elementy dydZiai
skirtingi. Kai kurie i§ metody: paprastoji atsitiktiné populiacijos elementy imtis ir santy-
kinis sumos ivertinys; sistemingoji populiacijos elementy imtis su tikimybémis, propor-
cingomis papildomo kintamojo dydZiui ([3]), Pareto imtis ([4]). Tai imties planu pagristi
metodai. Gali biiti naudojami ir populiacijos modeliu pagristi metodai ({2]).

Minétomis savybémis pasiZyminti populiacija yra Lietuvos tikininky tikiai su tyrimo
kintamaisiais — {vairiy Zemés iikio kultiiry paséliy plotais. Lietuvos Statistikos Deparat-
mente atlickamo tyrimo tikslas — i§rinkti atsitikting imtj ir, surinkus i jos duomenis,
jvertinti jvairiy kultiiry pas¢liy plotus Lietuvoje — populiacijos suma. Emimo saraSas -
iikininky registras. Jame esanti informacija apie iikinko turima Zemés Ukio naudmeny
dydj — tai papildomas dkio dydZio kintamasis, koreliuotas su kai kuriy kulttiry paséliy
plotais.

Sis darbas skirtas Yemés iikio kultiiry paséliy sumos jver¢iy modeliavimui, siekiant
Lietuvos duomenims parinkti tinkamiausia imties i¥rinkimo ir vertinimo metoda. Mo-
deliavimui naudojami Lietuvos Statistikos Departamente 1999 m. atlikto tyrimo imties
duomenys. Tyrimo duomenys $iame darbe laikomi tyrimo populiacija, kurioje Zinomos ir
tikrosios parametry reik§més. I3 $ios populiacijos renkamos atsitiktinés imtys ir vertinami
parametrai bei gauty jverCiy tikslumas.

2. Paprastoji atsitiktiné imtis

Paprastoji atsitiktiné imtis — tai tokia n skirtingy elementy imtis i N dydZio baigtinés
populiacijos, kai bet kuri n elementy kombinacija turi vienoda tikimybe biiti iSrinkta.
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Daugelyje vadovéliy, pavyzdZiui, [1], raSoma apie tai, kad paprastojoje atsitiktinéje im-
tyje sumos jvertinys
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Turint papildoma kintamaji z, pakankamai koreliuotg su tyrimo kintamuoju, kurio
reik§més ¥inomos visiems populiacijos elementams, paprastojoje atsitiktinéje imtyje ga-
lima gauti ir tikslesni asimptoti¥kai nepaslinktaji santykini sumos jvertinityant = tz7/Z,
ty = Efv___l x;. Jo apytiksle dispersija lygi
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3i dispersija gali biiti vertinama nepaslinktuoju ivertiniu
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3. lmtlé, i¥rinkta su tikimybémis, proporcingomis papildomo kintamojo dydZiui

Vertinant populiacijos suma, geresni tiksluma gauti gali padeti ir tokios imtys, kuriose
elementy priklausymo im&iai tikimybés yra proporcingos ty elementy dydZiui. Nag-
rinésime dvi tokiy fiksuoto dydZio im&iy ruidis: sistemingaja ir Pareto. Siose n dydZio
imtyse elementy tikimybés priklausyti im&iai yra lygios

N
T .
m=n—, i=12,...,N, tz= sz.
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3.1. Sistemingoji imtis, iSrinkta su tikimybémis, proporcingomis papildomo kintamojo
dydZiui

Surtifiave populiacijos elementus atsitiktine tvarka, paZymékime papildomo kintamojo z
sukauptasias sumas vg = 0, v; = }:}=1‘mj, i =1,...,N.Pastebésime, kad vy = t.
Susiekime intervalus I; = (v;_1, v;] su atitinkamais populiacijos elementais u;. Norint
i$rinkti n dydZio atsitikting imti, randamas skaitius h = t./n, kuris toliau naudojamas
kaip émimo Zingsnis. Sumodeliuojama tolygiai interavle (0, h] pasiskirs¢iusio atsitikti-
nio dydZio ¢; reik¥me ir apskaiiuojami dydZiai ¢; = ¢1 + (¢ — 1)h, i = 2,. .., n. Tarus,
kad z; < t;/n,i = 1,2,..., N, i imtj imami populiacijos elementai, atitinkantys tuos
intervalus I;, { kuriuos patenka dyd#iai qy, g2, . - ., gn. Tokiu biidu gautoji imtis vadinama
imtimi, i$rinkta su tikimybémis p; = z;/t,, porporcingomis papildomo kintamojo dy-
dZiui. Tokioje imtyje
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gaumanas asimptoti$kai nepaslinktasis ivertinio ;‘;.-a,,,, apytikslés dispersijos ivertinys
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3.2. Pareto imtis

Norint i8rinkti n dydZio Pareto imtij, pirmiausiai apskai¢iuojamos populiacijos elementy
priklausymo im¢iai tikimybés 7, ms, ..., 7n. Po to modeliuojamos tolygiai intervale
[0,1] pasiskirsiusiy atsitiktinip dydZiy &1, €2, . . ., En reik¥mes, atitinkantios kiekvienam
i$ populiacijos elementy, ir apskaifiuojami dydZiai
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] imti imami tie n populiacijos elementy, kuriems g; reik§més yra maZiausios.
Pareto imtyje sumos jvertinys
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yra nepaslinktasis.
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yra suderintasis jo apytikslés dispersijos ivertinys ([4]).

4. Tyrimo kintamojo reikSmiy modeliavimas

Tyrimo kintamojo reik§miy suma galima uZraSyti kaip n esangiy imtyje ir N —n nesantiy
imtyje elementy suma:

n N
t= Zyi + Z Yi-
i=1 i=n+1

[verting imtyje nesan&iy elementy tyrimo kintamojo reik¥mes, gausime sumos ivertini

4.1. Lognormalusis modelis

Tarkime, kad esant asimetrikam teigiamo tyrimo kintamojo y skirstiniui, jo reik¥miy
logaritmy 2; = Inz;, i = 1,2,..., N salyginis skirstinys yra normalusis: 2;|x; ~
N (s, 02), su vidurkiais p; = p(x;) = om; = ag + ouZ; ir vienodomis dispersijomis
02 >0.Ciaz; = (1, z;)T. Vektorius o = (axo, 1) ir dydis o yra neZinomi. PaZymékime
vektoriy z = (21, .. ., 2n), matrica

( 1 1 ... 1 )

T = .

Ty T3 ... Tn

Laikant, kad matrica zaT yra teigiamai apibréZta, galima apibreZti dydZius

aij = z! (zz¥) 'z, i,5,=1,2,...,n
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yra apytiksliai nepaslinktasis sumos {vertinys ([2]). Sio ivertinio dispersijos ivertinys
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yra nepaslinktasis.
4.2. Lognormalusis - logistinis modelis

Nors teigiamy tyrimo kintamojo reik§miy skirstinys populiacijoje ir yra lognormalusis,
taliau kartais tyrimo kintamasis gali igyti ir reik§mes, lygias nuliui. Todél nagrinéjamas
populiacijos modelis y; = 7;A; su lognormaliaja komponente ; ir logistine komponente
A;. A; — tai Bernulio skirstini turintis atsitiktinis dydis, igyjantis reik§m¢ 1 su tikimybe
p; ir reik¥me O su tikimybe 1 — p;. Cia tikimybé p; laikoma turinti pavidala

exp (Bz:)

= P{A&i =1z} = Py > Olei} = g2

n dydZio imtyje turint n* (nt < n) teigiamy tyrimo kintamojo reik¥miy, jvertinama log-
normalioji komponenté y; , i = n+ 1,..., N (4.1 skyrelis). Pasinaudojus maksimalaus
tikétinumo metodu, ivertinamas logistinis parametras 8 = (fo, £1)7 ir tikimybé

- _ _exp(fzi)
1+ exp (Bz:)
Populiacijos sumos jvertinys
n N -
tlagn—l = Zyi + Z 17.17,
i=1 i=n+1

yra apytiksliai nepaslinktasis [2].

5. Skai¢iavimo rezultatai

Skaitiavimams naudojamos iikininky populiacijos dydis — 4066 tkiai, turintys 88763 ha
¥emés ukio naudmeny, i¥ kuriy 17043 ha — Zieminiy kvietiy paséliai. Koreliacijos koefi-
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1 lentelé. Zieminiy kvieiy paséliy ploto vertinimas

Imties Imties Sumos Poslinkio Var. VKP
strategija dydis ivertis  ivertis  koef. sant.
Paprastoji 50 17738 695 433 1
atsitiktiné 100 17131 87 335 1
imtis 300 17040 4 212 1
Papr. ats. 50 16957 -86 348 0,64
imtis & sant. 100 16839 204 26,7 0,65
jvertinys 300 16947 96 17,3 0,69
Sist. imtis 50 17067 24 263 037
su tik., prop. 100 17115 72 20,1 037
dydZiui 300 17063 20 136 0,34
Pareto 50 17139 9 264 037
imtis 100 17014 229 199 038

300 16971 272 13,1 033
Lognormalusis 50 16519 524 142 0,07
modelis 100 16130 913 95 0,10

300 16313 730 46 0,08
Lognormalusis 50 14344 22699 283 0,24
logistinis 100 14876 2167 212 023
modelis 300 16759 -285 90 0,16

cientas tarp 3iy kintamujy lygus 0,56. Tikslas — isrinkus imti, jvertinti Zieminiy kvietiy
paseliy plota.

* Irinkta po 1000 paprastuju atsitiktiniy, sistemingyju su tikimybémis, proporcingomis
¥emes tkio naudmenoms, ir Pareto im&iy, kuriy dydziai n = 50, 100 ir 300. Kiekvienoje
i¥ imé&iy skaitiuojamas atitinkamas sumos jvertis, paprastojoje atsitiktinéje imtyje — dar
ir santykinis sumos ivertis Zemeés iikio naudmeny atZvilgiu.

Taikant lognormalyji modelj ¥ieminiy kvie&iy paséliy plotams, buvo renkama 1000 to
paties dydZio paprastujy atsitiktiniy im&iy i§ 1507 iikiy, auginusiy $ia kultdra, populiaci-
jos.

Taikant lognormalyji — logistini modelj, buvo renkama 100 paprastujy atsitiktiniy
im&iy ir visose jose vertinama suma. Suskaitiavus gauty ivertiy vidurki, dispersija ir
variacijos koeficienta, procesas kartojamas 20 kartu.

1-je lenteléje pateikiami parametry jverdiy, ju poslinkiy jver&iy, vidutiniy kvadratiniy
paklaidy ir variacijos Kkoeficienty, iSreik§ty procentais, vidurkiai. Vidutiniy kvadratiniy
paklaidy (VKP) santykis — tai nagrinéjamoje strategijoje gaunamos VKP santykis su VKP
paprastojoje atsitiktinéje imtyje.
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6. I¥vados

1-je lenteléje demonstruojama, kaip maZéja jvertio tiksluma charakterizuojantis variaci-
jos koeficientas, augant imties dyd¥iui, nulemtas ma¥éjantios iver&io dispersijos. Imties
dydZio jtaka jver&io poslinkiui pastebima paprastojoje atsitiktinéje imtyje ir lognorma-
liojo - logistinio modelio atveju, kur nesinaudojama jvertinio dispersijos jvertiniu. Sumos
ivertiai, gauti, naudojant modelius, yra paslinktieji. To prieZastimi yra, gal biit, nepakan-
kamas duomeny atitikimas normaliajam skirstiniui.

VKP santykis parodo papildomos informacijos panaudojimo vertinimo etape naudin-
guma. Santykinis jvertinys paprastojoje atsitiktinéje imtyje duoda tikslesnius rezultatus
negu nepaslinktasis, o imtyse, i§rinktose su tikimybémis, proporcingomis dydZiui, jverdiy
tikslumas didesnis negu paprastojoje atsitiktinéje imtyje su santykiniu jvertiniu. Sumos
iverCio tikslumas sistemingojoje imtyje, iSrinktoje su tikimybémis, proporcingomis dy-
dZiui ir Pareto imtyje pastebimai nesiskiria.

Tiksliausias jvertis gaunamas, naudojant lognormalyjj modelj, tafiau §is ivertis yra ne
visikai palyginamas su kitais iver¢iais, kadangi naudojasi papildoma prielaida apie ty-
rimo kintamojo reik§miy teigiamuma, ir tik tokie duomenys buvo naudojami jo gavimui.

MaZiausia viduting kvadrating paklaida duoda lognormaliojo — logistinio modelio pa-
naudojimas.
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Estimation of total in skewed population

D. Krapavickaité, J. Turkuviené

Aim of this paper is to estimate total of the crop of winter wheat in the skewed population
of farmers in Lithuania using different sampling strategies, to compare the estimates with the true
value, to compare the methods with each other and to find out the most suitable strategy for the
estimation of the total.



