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Ivadas

Nagrinésime statistiky klase, pagrista empirine charakteristine funkcija
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arba ja atitinkan&iu empiriniu charakteristiniu procesu
Ya(t) = va(ea(t) — c(t));

gia X, X1, ..., Xn - nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai, turintys pa-
siskirstymo funkcija F(z) ir charakteristing funkcija c(t) = ff:: e**dF(z) , be to
Fa(z) = 1 h_, x(Xi < z) - empiriné pasiskirstymo funkcija. Kadangi charakte-
ristiné funkcija yra reali tada ir tiktai tada, kai atsitiktinis dydis yra simetrifkas nulio
at¥vilgiu, tai atsitiktiniy dydZiy simetriSkumui tikrinti natiiralu naudoti tokig statistiky
klase:
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&ia g(t) — funkcija, tenkinanti tam tikras salygas.

Tokio tipo statistika pasiiilyta [1] straipsnyje, kai q(t) — simetrin¢ nulio atZvilgiu tan-
kio funkcija. Straipsnyje taip pat nurodyti galimi tokios statistikos ribinio skirstinio ra-
dimo metodai, tatiau néra palyginimo su kitais simetri§kumo tikrinimo kriterijais.

Sis darbas Zymia dalimi remiasi [2], [3] straipsniy rezultatais, kurie leidZia iSplésti
galimy funkciju g(¢) klasg, pvz., galima imti g(t) = [t| 717, a € (0;1).

Pirmoje straipsnio dalyje sudaromas naujas kriterijus atsitiktinio dydZio simetri§ku-
mui tikrinti. Kriterijus pagristas statistika i3 (1) klases, kai funkcija q(t) = [t] 1. Siai
statistikai Zinoma ribinio skirstinio i¥rai$ka, tatiau ji yra sudétingos struktiiros, todél nau-
dojama butstrepo aproksimacija. Antroje dalyje apraSomas grafinis P-reik§miy metodas,
ypat tinkantis neparametriniy statistiky palyginimui. TreZioje straipsnio dalyje, mode-
liuojant kompiuteriu, tiriamas (1) klasés statistiky elgesys, kai funkcija g(t) = |e|=2e.
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Sios statistikos lyginamos su Zenkly kriterijaus statistika, kai turimas Kosi arba norma-
lusis skirstinys. Cenkly kriterijaus naudojimas palyginimui yra pagristas, kadangi yra
Zinomi atvejai, kai laikomi geresniais uZ Zenkly kriterijy kriterijai, pvz. Vilkoksono, yra
prastesni, kai alternatyvos yra su ,,ilgomis uodegomis* ([6], [7]), pvz., toks yra KoSi skirs-
tinys. I$ modeliavimo galima matyti kokiems « statistikos yra pakankamai ,,geros* ir
kokiems a jos gali buti ,,geriausios*.

1. Kriterijaus sudarymas

Imkime statistika i§ (1) klaseés, o funkcija ¢(t) = |t|~1~%, a € (0;1). Nesunku isitikinti,
kad $iuo atveju S, (g) = ¢Sn,a. kai

1 < N
=3 (I1X5 + Xe™ = |X; — Xe|®), )
k——-

+o00
c= / sin? (5) ¢]~1~>dt. )]

Teorema ([2, 17 idvada)). Jei atsitiktinis dydis X € R yra simetriskas, tai statistika
nSn,« konverguoja pagal pasiskirstymq i atsitiktini dydj
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Jjei patenkintos Sios sqlygos:
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Sioje teoremoje Y yra kompleksinis Gauso procesas, kurio vidurkiai EY(t) =0ir
kovariacijos EY (£)Y (s) = ¢(t — s) — c(t)c(—s), s, t € [0; 1],

+oo +oo
Y(t) = / &tz dW(F(z)) = W(L)e(t), ImY(t) = / sin(tz) AW (F());

&ia W (t) - standartinis Vynerio procesas.

Nors teorema ir nurodo ribinj statistikos nS, o skirstini, tafiau jis yra sudétingas,
todél praktikoje tenka naudoti butstrepo aproksimacija. Pastebékime, kad Sy o yra V-
statistika. Klasikinis n i§ n butstrepas $iai statistikai neveikia, tafiau galima naudoti m i§
n butstrepa, kai m = o (n) ([4]).
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Nesunku isitikinti, kad (3) netiesioginis integralas konverguoja, kai 0 < aa < 2.
1 pavyzdys. Imkime Ko#i skirstini C(a, 3); ¢ia o — mediana, 23 — tarpkvartilinis atstu-
mas, '

F(z) = -1- + %;arctg (?—;—a) — pasiskirstymo funkcija,

flz) = FzT([::_—_)_ — tankio funkcija.
Kadangi Koi skirstinys turi p-uosius momentus, 0 < p <1, todél salyga (4) tenkinama,
kai0 < a <0,5.

2. P-reik8més

Jei atsitiktinio dyd¥io T pasiskirstymo funkcija F(z), tai atsitiktinis dydis F'(T") pasi-
skirstes tolygiai intervale [0; 1]. Pasinaudosime [5] straipsnyje iSdéstyta schema. Tar-
kime, turime statistika 7" ir n Sios statistikos realizacijy 7, k = 1,...,n. P-reik¥m¢
apibréSime kaip tikimybés patekti i kriting sriti funkcija. Vienpusio kriterijaus atveju §i
tikimybe p(t) = P(T > t) = 1 - P(T < t) = 1 — F(t). Paprastai, kai reik§min-
gumo lygmuo yra a, statistikos T kritiné reik§meé apibréZiama kaip didZiausias skaicius
to, kuriam P(T > t,) < a. Nuling hipoteze¢ Ho atmetame, jei statistikos T realizacija

> t,. Tadiau galima imti realizacijos T P-reikme¢ p(7) = 1 — F(r) ir hipoteze Ho
atmesti, jei p(7) < a. Kiekvienai statistikos T realizacijai 74, k = 1,...,n galime rasti
P-reik$me px = p(7) = 1 — F(rx). Kadangi 1 — F(T) - tolygiai pasiskirstgs intervale
[0; 1] atsitiktinis dydis, tai nubréZus px empirinés pasiskirstymo funkcijos

. 1«
Flz) =Y x(pe <), mi€ (051)
k=1

grafika (z, F(z;)) , galima ji palyginti su 45° nuolydZio tiese.

Pakankamai geras statistikas, kuriy pasiskirstymo funkcijos artimos tolygiajai pa-
s1sk1rstymo funkcijai, geriau galima iStirti naudo;ant P-reik¥miy skirtumo grafika
(x,,F(:E.) z;) .

Tredias grafiky tipas skirtas knten]u gallos palyginimui. Tarkime, turime P-reik¥miy
empirines pasiskirstymo funkcijas Fo(zs) ir F'\(z;), atitinkamai nulinés hipotezeés Hy ir
alternatyvos H; atvejais. Tada (Fo(z,) F;(:z:.)) yra galios grafikas. Tatkus z; galima
imti, pavyzdZiui, tokius (221 taskas, su papildomais ta¥kais intervalo kraStuose):

z:=1x10"%1x107% ...;1x107%2x 1073 1 x107% 1,5 x 107%; .. _;
9,9x 1071; 9,91 x 1071, 9.99 x 1071
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3. Modeliavimas

Lyginami kriterijai, pagristi statistika Sy, o, ir Zenkly kriterijus. I§ modeliavimo kompiu-
teriu matyti, kad pakankamai reik§mingi rezultatai gaunami, kai statistikos realizacijy
skaicius r, butstrepo kartojimy skaicius b ir imties dydis n biina apie 1000.

Kogi skirstinio C(c, B) atveju tarkime, kad Zinomas tarpkvartilinis atstumas ir 8 = 1.
Sio skirstinio simetri¥kumas tapatus tam, kad mediana a = 0. Todél hipotezé Hy bus, kad
atsitiktinio dydZio skirstinys yra C(0; 1). Alternatyva imkime C(0, 1;1). Imant didesnes
medianas hipoteze ir alternatyva pasidaro lengvai atskiriamos. Modeliavimas atliktas,
kai (r,b,n = 1000) o = 0,1;0,15;...;0,45;0,49. 1 lenteléje matyti, kaip skirtumas
max; |Fo(z;) — .| priklauso nuo a.

1 lentelé

a max; [ﬁ‘o(z‘,‘) - :c,-l
0,1 0,096
0,15 0,075
0,2 0,06
0,25 0,05
03 0,05
0,35 0,054
04 0,058
045 0,059
0,49 0,075

Matome, kad maZiausias skirtumas gaunamas, kai a yra apie 0, 25. Galios grafikas,
kai o = 0, 25 pateiktas 1 pav.

Normaliojo skirstinio A(, 02) atveju tarkime, kad Zinoma dispersija ir 0 = 1. Sio
skirstinio simetriSkumas tapatus tam, kad vidurkis 4 = 0. Todeél hipotezé Hy bus, kad
atsitiktinio dydZio skirstinys yra A'(0; 1) . Alternatyva imkime A(0, 1; 1). Imant didesnes
medianas hipotezé ir alternatyva pasidaro lengvai atskiriamos. Modeliavimas atliktas,
kai (r,b,n = 1000) @ = 0,1;0,2;...;1,9;1,99. 2 lenteléje matyti, kaip skirtumas
max; |ﬁ‘o(a:.~) — z;| priklauso nuo a.

Matome, kad intervale 0 < a < 1 maZiausias skirtumas gaunamas, kai a yra apie
0, 7. Galios grafikas, kai o = 0,7, pateiktas 2 pav. Intervale 1 < a < 2 maZiausias
skirtumas gaunamas, kai « yra apie 1, 5. P-reik$miy grafikas, kai a=15 pateiktas 3
pav. Galios grafikas, kai o = 1, 5 pateiktas 4 pav. [domu yra tai, kad maZiausias skirtumas
max; | Fo(z;) — ;| normaliojo skirstinio atveju gaunamas , kai & yra apie 1, 5, ir apskritai
modeliavimas rodo, kad panaSiems j normalyji skirstiniams galimas konvergavimas ir
intervale 1 £ a < 2. Kaip matome i§ grafiky, nauji skirstiniy simetri$kumo testai daZnai
biina geresni uZ Zenkly kriterijy.
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4 pav.
2 lentelé
a  max; Iﬁ‘o(a:i) — x| a max; Iﬁ'o(z.-) - x|
0,1 0,093 1,1 0,023
0,2 0,087 1,2 0,024
0,3 0,05 1,3 0,033
0,4 0,026 1,4 0,033
0,5 0,029 1,5 0,018
0,6 0,027 1,6 0,024
0,7 0,022 1,7 0,035
0,8 0,03 1,8 0,021
0,9 0,03 1,9 0,035
1,0 0,032 1,99 0,035
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New tests for symmetry
V. Maniusis
A new class of tests for symmetry of random variables is considered. This class is based on

the empirical characteristic function. Tests from this class are compared with the classical Sign test
using graphical display of P values. It is easy to extend this approach to the multivariate case.



