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1. Ivadas

Pateiksime viena konvergavimo grei€io jvertio radimo procediira. Kartais intuityviai
biina ai$ki konvergavimo greicio eilé, bet sunkoka biina tai irodyti. Pasirodo, kad jei ie§-
kotume i¥ karto optimalaus konvergavimo greicio iverCio, tai nesunku biity patikrinti ar
parinktasis ivertis yra tikrai optimalus. Tai pirma.

PradZioje apibréZiame apréZtos funkcijos tolyguji optimaly jverti, kai funkcija artéja
prie nulio vienam funkcijos argumentui artéjant i begalybe. Véliau apibréZiamas ir ne-
tolygusis optimalus jvertis. Jis gaunamas skleidZiant funkcija eilute, tam tikra prasme
bendresne nei Lorano eiluté. Tai antra.

Ieskant jver&io tenka skaiCiuoti konstantas. 4 skyriuje yra pateiktas praktinis konstanty
skaiiavimo algoritmas, pritaikytas kompiuteriams. Tai biity tre¢ias momentas.

Aptarta procediira pritaikéme stochastiniy ekstremumy asimptotinéje analizéje.

2. Optimalaus funkcijos ivertio apibréZimas

Tarkime, kad U, C R, A = {(z,n):z € Up, ne N}, U = nETm U.,. Sakykime, kad
funkcija f(z, n) yra apibréZta aibéje A ir tenkina salyga

nl‘.’fmf(‘”' n) =0, ¢))
o funkcija g(n) yra apibréZta natiiraliyjy skaiciy aibéje ir tenkina dvi salygas:

1) VneN: 0<g(n)<+oo;

: _ @)
2) n-l-l»{!kloo g(n) = +oo0.
Ieskome tolygaus funkcijos f(z, n) ivergio, t.y. V(z,n) € A
a b
— < f(z,n) € —. 3
o <M < 5

[vertis (3) bus tuo geresnis, kuo funkcija g(n) greitiau artés | begalybe, kai n — +oo0.
Geriausia toki, jverti (tikslumu iki daugiklio, kuris artéja i baigtin¢ nenuling konstanta,
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kai n — +o0o) vadinsime optimaliu. Zemiau pateikiame ekvivalenty (tai galima jrodyti)
apibréZimg, kuriame optimalumas suprantamas taip pat konvergavimo eilés prasme.

1 apibréZimas. Sakykime, kad funkcija f(z,n) aibéje A yra apréta ir tenkina (1) sqlyga,
o funkcija g(n) tenkina (2) sqlygas. Funkcijos f(x,n) tolyguji iverti (3) vadinsime opti-
maliu, jei egzistuoja riba

nll»l-li-loo g(n)f(m’ n) = L(I), ) ' 4

Cia funkcija L(zx) yra tokia, kad:
1) 3z € U: L(xo) # 0, t.y. funkcija L(z) néra tapati nuliui,
2) Jc tokia, kad Vx € U: |L(z)| < ¢, t.y. funkcija L(z) yra apré#ta aibéje U.

Pagal §j apibréZima egzistuoja be galo daug optimaliy jver&iy. Tatiau kokie gali biti
visi kiti iver€iai, jei viena Zinome? | §i klausimg atsako tokia lema.

1lema. Tarkime, kad funkcijos g(n) ir h(n) tenkina (2) sqlygas ir funkcija g(n) atitinka
optimaly funkcijos f(x,n) iverti (3). Tada bitina ir pakankama sqlyga, kad funkcija
h(n) taip pat atitikty optimaly funkcijos f(z,n) iverti (3), yra ¥i:

9(n)

n—lox-or-looh(n)::c’ c< 400, c#0. *)

{rodymas. 1) Pakankamumas. Turime, kad funkcijai h(n) teisinga (*). Irodysime, kad
tuomet jai galios ir (4). Salyga (*) rei$kia, kad funkcijos g(n) ir c- h(n) yra ekvivalentios,
kai n — +o0o0. Skaitiuojame riba:

”ETOO h(n)f(z,n) = "ETOO g(Tn) f(z,n) = -‘I;L(:r:) = L(z).

Funkcija g(n) atitinka optimaly jverti. Todél funkcija L(z) néra tapati nuliui ir yra
apréZta. Kadangi ¢ # 0 ir ¢ < 400, tai funkcija L, (z) taip pat nebus tapati nuliui ir
bus apré?ta, t.y. funkcija h(n) taip pat atitiks optimaly funkcijos f(z, n) iverti.

2) Batinumas. Turime, kad funkcijos g(n) ir h(n) tenkina (2) salygas ir atitinka opti-
maly funkcijos f(z,n) iverti (3), t.y. tenkina (4). Irodysime, kad tuomet galios ir salyga
(*). Irodysime priestaros biidu. T.y. tarkime, kad

g9(n)

n—-l-Qr-loom=c’ c=+4o00 arba c=0.

PaZymekime v(n) = % Tuomet nliglw R—f}'—:,)z;;; = 1. Kadangi g(n) atitinka opti-
maly iverti, tai h(n) - v(n) taip pat atitiks optimaly jvertj (tai i¥plaukia i§ pakankamumo,
kurj jau jrodéme). Skai¢iuojame riba

nligl@ h(n)v(n)f(z,n) = nliglm h(n)f(z,n)- nli.r_?oo v(n) = Ly(z) - ¢ = Ly(x).
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Kadangi funkcija L;(z) néra tapati nuliui ir yra apréZta (nes h(n) atitinka optimaly
ivert)), tai 3z € U:|L2(zo)| = +o0 (jei ¢ = +o0) arba La(z) = 0 (jei ¢ = 0), kas
priestarauja tam, kad h(n) - v(n) atitinka optimaly jverti.

Pasirodo, kad gali ir neegzistuoti optimalus funkcijos f(z, n) ivertis.

2lema. Sakykime, kad funkcija f(z,n) aibéje A yra apréfta ir tenkina (1) sqlyga, o
funkcija g(n) tenkina (2) sqlygas. Pafymékime L(x) = nEr_Pm g(n)f(z,n). Jei pavyko
rasti tokiq funkcijq g(n), kad funkcija L(zx) tenkina sqlygas:

1) 3z¢ € U: L(z0) #0,

2)Vz € U:|L(z)| # +o0,

4) funkcija L(z) néra apré#ta aibéje U,
tai neegzistuoja funkcija h(n) (tenkinanti (2) sqlygas) tokia, kad ¥(z,n) € A: H‘:—J <
flz,n) < —(—5 ir §is ivertis bty optimalus.

[rodymas. Trodysime prieStaros metodu, t.y. tarkime, kad tokia funkcija h(n) egzistuoja.
Remiantis optimalaus iver&io apibréZimu funkcija L, (z) = . liToo h(n) f(z,n) turi bati

g st . g ey . . . . _ . h(n g
apréita aibéje U ir neturi biiti tapati nuliui. PaZymékime riba ¢ = "Hrfw ﬁ;;. I8skirkime

tris atvejus: 1) ¢ = 0; 2) ¢ = +00; 3) ¢ # 0, ¢ # +o00.

Atvejis, kai ¢ = 0. Kadangi Vz € U: |L(z)| # +oo, tai Vz € U: Lyi(z) =
nEToo h(n)f(z,n) = nli.rfoo g(n)f(z,n) nEI-Pco : ~ = L(z) - ¢ = 0, kas prie3tarauja
tam, kad funkcija L () néra tapati nuliui.

Atvejis, kai ¢ = +oo. Kadangi 3z¢ € U: L(zo) # 0, tai |L1(zo)| = |L(z0) - ¢| =
+00, kas prieStarauja funkcijos L, (z) apréZtumui.

Jeic # 0ir ¢ # +o0, tai remiantis 1 lema gautume, jog i¥ to, kad funkcija h(n)
atitinka optimaly ivertj i¥plaukia tai, kad tuomet ir funkcija g(n) turi atitikti optimaly
{verti. Gautoji priestara uZbaigia lemos jrodyma.

3. Netolygusis ivertis
Tegu funkcija A(z,n) yra apréZta aibéje A ir . _1_1.1*1_100 A(z,n) = 0. PaZymékime

fi(en) = A@,n),  fran(@n) = filzn) - j—k’f%

Li(z) = lim gi(n)- fe(z,n).

3lema. Tarkime, kad pavyko rasti teigiamas ir baigtiniams n apréétas funkcijas gi.(n)
tokias, kad Vk(1 < k < m) funkcijos Ly (z) tenkina dvi sqlygas:

1) aibéje U apréZtos,

2) néra tapacios nuliui.
Tada:
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1) 3 tokios baigtinés konstantos a, ir by, kad V(z,n) € A:

m-1

am = L i(z) o Li(z) | bm
i)+ 2 <A €2 L oy ®

2) funkcijy fr(x,n) iveréiai g—h{;)- fr(z,n) < '.?fr?ﬁ yra optimaliis (1 < k < m).

[rodymas. Lema irodoma matematinés indukcijos metodu. Kadangi straipsnio apimtis
ribota, tai irodymo nepateiksime.

Tarkime, kad skirstiniy seka {F,(z), n > 1} silpnai konverguoja § skirstini F(z):
Fo(x) = F(z),n — +oo. Konvergavimo greitis apibréZiamas sarySiu: A(z,n) =
F.(z) — F(z).

Kadangi konvergavimo greitis yra skirstiniy skirtumas, tai A(x, n) yra apréZta aibéje
A funkcija (netgi —1 < A(z, n) < 1). Taigi, konvergavimo greiciui galime taikyti 3 lema
ir gauti (5) iverti.

Konstantas galima biity skaiciuoti tokiu bidu:

Gm = inf gm(n)fm(x n), bm= sup gm(n)fm(z,n). (6)
(z,n)EA (z,n)EA

4. Konstanty skai¢iavimas

Skaiiuoti konstantas ay, ir by, remiantis (6) formule bendru atveju yra sudétingas uZda-
vinys. Bet tam tikslui galime panaudoti kompiuteri. PaZymékime

L(.’l? n) = (n)f(xsn)9 L(x)= hm L(z,n),

a= inf L(z,n), b= sup L(x n)
(z,n)EA (z,n)€EA

Kadangi n yra natiralusis skaitius, tai kompiuterio pagalba galime ieSkoti funkci-
jos L(zx,n) infinumo ir suprenumo prie kiekvienos fiksuotos n reikSmes pradedant nuo
n = 1 ir t.t. Kai n pakankamai didelis, tai funkcijos L(z, n) didZiausioji (maZiausioji)
reik¥me beveik sutaps su funkcijos L(z) didZiausiaja (maZiausiaja) reikSme. [2] straips-
nyje pateiktiems atvejams ieSkant konvergavimo grei&io ivertiy, kompiuteris (naudojant
paketa Maple) sprendé vieno kintamojo funkcijos maksimizavimo (ar minimizavimo)
uZdavini net iki n = 105, t.y. Simta tikstan&iy karty. Tai uZtruko neilgiau kaip 20 min.
PaZymeékime
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Galima biity imti:

a = min{a(10%),4}, b= max{b(10%),b}. 0

5. PavyzdZiai

Tarkime, kad (X1, Xa, ..., Xn) ir (Y1, Y2, ..., Yn) yra dvi paprastosios atsitiktinés im-
tys ir tolygiosios intervale (0,1) generalinés aibés. Atsitiktiniai dydZiai X;,Y;, (i,j > 1)
nepriklausomi ir nepriklauso nuo atsitiktinio imties tirio N. ApibréZg atsitiktinius mak-
simumus Z; v = max(Xi,...,Xn), Z2,N = max(Y3, ..., Yy) sudarome netiesine
struktiraUny = Z1 N - Zy,N.

Darbe [2] buvo gautos Sios struktiiros ribinés teoremos, kai M N = n — +00. Buvo
tiriami atvejai, kai imties tdiris N yra determinuotas (Siuo atveju vietoj N raSysime n) ir
atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal geometrini désni,

Taliau nebuvo gauti konvergavimo greifiy iveriai. Paliy ribiniy teoremy &ia ne-
pateiksime. Rasime konvergavimo greiio tolyguji (3) ir netolyguji (5) (apsiribosime
trediaja eile, t.y. m = 3) optimalius iverius.

Determinuotu atveju statistikos Uy, konvergavimo greitis:

—(1-z)e* < -n;
A(z,n) = (1+§) (l—ln<1+-f;) )-—(l—x)e’, -n<z<g0; .
0, z>0

Taigi, idomus yra tik atvejis, kai —n < z < 0,ty. Up = {z : —n < z < 0},
U={z:r<0},A={(z,n):z€U,, n €N}

1 teorema. 3 baigtinés konstantos ay, by, a3, bz tokios, kad ¥(x,n) € A teisingos nely-
gybés:

% ¢ As, n)<%—,

n
as  In(z) | Ll(z) Ll(:z:) La(z)
Cia
. 1‘3

Ll(z) = nll.l"l}oo A(x, ‘n) n= 7 ez,

- % Ll(z) 2 (11 +3z)z*
Lo(z) = lim_ (A(z,n) - ) SENNCIEE L

= i 2@ Ly(x)\ 5 _ (20+10z+2%)a ,
Late) = tim, (Btevn) - 28 ) o BOHICR T,

Be to, Sie iveréiai yra optimalis.
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[rodymas. Funkcijos L (z), La(z), Ls(z) néra tapacios nuliui ir yra apréZtos aibéje U.
Toliau, pakanka remtis 3 lema. Teorema irodyta.

Remiantis (7) kompiuteriu paskaifiuotos konstantos:
a; =—-0,833, b =0, a3z=-2,142, b3 =2,736.
Idomy atveji gauname, kai NNV skirstinys yra geometrinis (Zr. 2 teorema).

2 teorema. 3 baigtinés konstantos ay, b tokios, kad ¥(z,n) € A teisinga nelygybé:
: b
A < Azmn) < 2.
n n

Ir Sis ivertis yra optimalus. Taéiau neegzistuoja optimalus netolygusis {vertis.

$i teorema irodoma remiantis 2 lema. Dél straipsnio apimties ribotumo nepateikiame
nei A(z, n) i¥rai¥kos $iam atvejui, nei Sios teoremos irodymo. Remiantis (7) kompiuteriu
paskai&iuota, kad a; = —2,b, = 0.
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Procedure for finding estimate of convergence rate
R. Vilkas, A. Aksomaitis

Here is presented one method for finding convergence rate estimate of probability function.



