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1. Ivadas

Biologiniai procesai ir gamtoje, ir pramonéje yra labai sudétingi. BioinZinerijoje pla-
%iai taikomas matematinis modeliavimas, kuris yra pagristas kinetine daleliy teorija bei
lasteliy skaiiaus augimo ir gaminamo produkto kiekio jvertinimu [1]. Idealizuoti reakto-
riai yra labai abstraktiis tiriamy procesy modeliai, kurie turi biiti suderinti su eksperimen-
tiniais duomenimis. Naudodami tokius modelius, siekiame prognozuoti tiriamos sistemos
kitima. Skirtingai nei cheminése sistemose, kurios gali biiti apraSytos termodinamikos ir
kinetikos terminais, biologinés sistemos reikalauja specifinés papildomos informacijos,
susijusios su mikroorganizmy funkcionavimu. Boksto tipo reaktoriai daZnai naudojami
kultivuojant bakterijas arba mieles. Reaktoriuje tirpalas cirkuliuoja nuo reaktoriaus vir-
Saus i apatia, o dalis ieinantio medZiagos srauto vél graZinama j reaktoriu.
$i procesa apra%o diferencialiniy lyggiy sistema
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ir pradinémis salygomis X (2,0) = Xo(2), S(z,0) = So(2). Cia X yra lasteliy masés
koncentracija, S yra substrato koncentracija, Bo yra Bodensteino skaiius, Da yra Dam-
kohlerio skaitius, -y yra perdirbimo koeficientas.
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Uzdaviniy su nelokaliomis kra$tinémis salygomis tyrimas $iuo metu yra labai ak-
tualus. Tokio tipo uZdaviniai analizuojami darbuose [2, 4], kuriuose pateikta ir iSsami
literatiiros apZvalga.

Antrajame skyriuje nagrinéjamas modelinis stacionarusis difuzijos uZdavinys su pa-
stoviais koeficientais ir nelokalia kraStine salyga, pagrindinis konvergavimo rezultatas
suformuluotas 1 teoremoje. Tre¢iajame skyriuje nagrinéjamas stacionarusis difuzijos uZ-
davinys su papildomu konvekcijos nariu ir nelokalia kraStine salyga, pagrindinis konver-
gavimo rezultatas suformuluotas 2 teoremoje.

2. Modelinis uzdavinys
2.1. Diferencialinis uZdavinys

Siame straipsnyje nagrinésime uZdavinius su naujo tipo nelokaliomis kra$tinémis
salygomis. Miisy tikslas yra rasti sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas bei sudaryti
ir i3tirti baigtiniy skirtumy schemas, aproksimuojancias tokius uZdavinius. Nagrinésime
du modelinius uZdavinius. Pirmasis yra stacionarusis difuzijos uZdavinys su pastoviais
koeficientais ir nelokalia krastine salyga, kuri susieja sprendinio i§vesting su sprendinio
reik¥me kitame kraSte, antroji krastiné salyga yra antrojo tipo:

1 .
——u"+qu=f, ¢>0,

Bo
1
—Eu'(O) = yu(1) + po, 1)
u'(1) = 0.

1lema. Jei vy yra pakankamai maZas, t.y. ¥ < 7o, tai egzistuoja vienintelis (1) diferen-
cialinio krastinio udavinio sprendinys.

[rodymas. Naudosime tyrimo metodika, kuri buvo pasiiilyta [4]. Diferencialinés lygties
sprendini u uZraSome kaip dviejy funkcijy suma u(z) =v(z)+cw(z), &ia v yra uZdavinio

—B};'U" + qu = f )
1,
——v'(0) = po, 2
BV (0) = ko )]
V(1) =0
su Neumano tipo krastinémis salygomis sprendinys, o w — atitinkamo charakteringojo
uZdavinio

1 " _
——Bow +quw =0,
1,5 .

w'(1) =0
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sprendinys. Konstanta ¢ parenkame taip, kad funkcija u tenkinty nelokaliaja krasting

salyga: ¢ = yv(1)/(1—~yw(1)). Tada nelygybéy < 1/w(1) yra sprendinio u egzistavimo

pakankamoji salyga. Funkcijos w reik¥mé kratiniame tadke apskai¢iuojama tiksliai
2v/Bo eV9B°

\/6( e2 qgBo _ 1)

Lema jrodyta.

w(l) =

2.2. Diskretusis uzdavinys

Diferencialinj (1) u¥davinij aproksimuojame baigtiniy skirtumy schema:

L

BOUEI + qU = f’
1 h
—-E)-Uz,o + E(qUo — fo) = YUN + po, 4

h B
Us,n + "2_0(¢IUN - fn)=0.

Cia ir toliau naudosime baigtiniy skirtumy teorijoje priimtus Zyméjimus [3]. Globalioji
paklaida Z = U — u tenkina uZdavini

1
g2 taZ=1
1 h
_'EBZ::,O + ‘2‘qu = 7ZN + ¢0) o)

h B
Zz N+ —§2qu = PN.

Sios schemos netiktis [|3]|c = O(h?).

1 teorema. Sakykime, kad ispildyta salyga v < 1. Tada (4) baigtiniy skirtumy sche-
mos sprendinys U konverguoja i (1) diferencialinio uZdavinio sprendini u, o globaliajai
paklaidai teisingas ivertis

U — ullc = OK?).

[rodymas. Diskretiajam uZdaviniui taikome t3 patia tyrimo schema. Paklaidos funkcija
iSskaidome i suma Z = V + cW, &ia V yra pagalbinio uZdavinio

_1
Bo

1 h

-E)"/::,O + §qu = Yo, (6)
h B

Van + —5—aVi = YN

Vi":l: +qV = 1/))
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sprendinys, o W yra charakteringojo uZdavinio

1
—EWE:: +qW =0,
1 h
~ggWeo + 5aWo =1, ™
h B
Wz N + TquN =0

sprendinys. Konstanta ¢ parenkame taip, kad Z tenkinty nelokaliaja kra3tine salyga:
¢ = YVn/(1 — yWpy). Naudodami standartini energetini metoda ir jdéjimo teorema
ivertiname (6) uZdavinio sprendini || V|c < C(||V&]|2+|[V]|?)®® = O(h?). Funkcija W
apskaitiuojame iSreik3tine formule, i§ jos gauname, kad W yra apréZta funkcija [|W | c =
O(1). Imdami v < (1—&o)/ Wy gauname, kad |c| < ((1 — €0)||V|lc)/€0 = O(h?). Tada
globalioji paklaida jvertinama nelygybe || Z||c < |Vl + |c] - [Wllc = O(h?).

3. Modelinis uzdavinys su konvekcija

3.1. Diferencialinis uZdavinys

Nagrinésime antraji modelinj uZdavinj

——Bl—ou”+u’+qu=f, q>0,

gt (0) + (0) = 7u(1) + po, ®
u'(1) =0.

Siuo atveju lygtyje yra papildomas konvekcijos narys u’, kuri nelokalioje kratinéje
salygoje atitinka narys u(0).

2 lema. Jei v yra pakankamai maZas, t.y. v < 7, tai egzistuoja vienintelis (8) diferen-
cialinio krastinio uZdavinio sprendinys.

[rodymas. Lemos irodymas analogiSkas 1 lemai. Sprendinio u ieSkome pavidalu v =
v + cw, &ia v yra uZdavinio

1
-5 +v +qu=,

Bo
V(1) =0

sprendinys, 0 w - naujo charakteringojo uZdavinio
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—ﬁw” +w' +quw=0,

1
—mw'(O) +w(0) =1, (10)
w'(1)=0

sprendinys. Siuo atveju tiksli antrojo pagalbinio uZdavinio sprendinio reik§me krasti-
niame talke yra

2me§(ao+~/ﬁ)
VD — Bo-2q+eVD(v/D+ Bo+2q)’

w(l) = D = Bo(Bo + 4q).

Nesunku patikrinti, kad w(1) > 0. Tada nelygybé v < 1/w(1) yra sprendinio u egzista-
vimo pakankamoji salyga.

3.2. Dviejy modeliniy uzdaviniy i$sprendfiamumo aibiy palyginimas

Ifanalizuokime difuzijos, konvekcijos ir absorpcijos jtaka sprendinio egzistavimo pakan-
kamosios salygos intervalo ilgiui. Abiem modeliniams uZdaviniams apskaitiavome cha-
rakteringosios funkcijos reik§mes w(1). Rezultatai, gauti atlikus skaitiavimus su paketu
MapleV, pateikti 1 lenteléje.

Pateiktieji rezultatai rodo, kad papildomas konvekcijos procesas tik prie maZy pa-
rametro q reik¥miy didina konvergavimo intervala, bet bendruoju atveju trijy procesy
saveika yra pakankamai sudétinga ir konvergavimo intervalo ilgis gali sumaZéti.

1 lentelé. Sprendinio egzistavimo pakankamosios salygos intervalo ilgio yo = 1/w(1)
priklausomybé¢ nuo uZdavinio parametry

Bo ¢ uZdav.(l) uZdav.(8)

5 001 0,0101 1,0099
0,1 0,1085 1,1035

1 2,0683 2,4004
2 7.4571 4,8924
5 74,0741 25,7069

10 833,3333  196,0784

20 o001 0,0103 1,0099
0,1 0,1368 1,1046
05 1,8643 1,6299
1 9,7847 2,6028
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3.3. Diskretusis uidavinys

Diferencialini uZdavinj su konvekcijos nariu aproksimuojame baigtiniy skirtumy schema

1

—mUiz +U; +qU = f’

1 =0+ Uo(1+ ﬁ(Bo+ q)) = YUn + po(1 + ﬁBo) + ﬁfo, (11)
Bo 2 2 2

h B
Uz + —5—(qUn — f) =0,

Gay=~y(1+ %Bo). Tada globalioji paklaida Z = U — u tenkina uZdavini
_ 1
Bo

1 h -
—Bgl=ot Zo(1+ E(Bo +4)) =32y + 9o, (12)

h
Zz N+ 3 BogZn = ¢n.

Zze+ 2+ 42 =,

2 teorema. Sakykime, kad tenkinama sqlyga v < ~y3. Tada pakankamai maZiems h < ho
(11) baigtiniy skirtumy schemos sprendinys U konverguoja i (8) diferencialinio ufdavinio
sprendini u, o globalioji paklaida tenkina ivert;

U~ ullc = O(r?).

[rodymas. ApibréZiame atitinkamus pagalbinius diskre&iuosius u¥davinius

1
Ve + Ve +qV =
BoVes+ VeV =4,

1 h
—EI/:,O‘*“/O(I"‘ E(BO+q)) = o, (13)
h Bo

Ven + 5

qVN = 1/)N )
ir

_1
Bo
_1
Bo

Wz N +

WE:+W::+qW=0v

h
Wa0 + Wo(1 + ‘2'(30 +9) =1, (14)

h Bo

5 gWyx =0.
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Kaip ir 1 teoremoje konstanta c parenkama taip, kad Z tenkinty nelokaliaja kraSting
salyga: ¢ = YVn /(1 — yWn). Naudodami energetini metoda, gauname lygybe

1 2 2\ 1 2 h2 1 2 i 'h2
(g5 IVall? + alV]P) + 5V5' (1 — 5 Bo(Bo +9)) + 5V (1 + 5 Bog)
h_ 1 h :
= V)+(1- EBO) PoVo + (E + 5) YNVnN.

Tada imdami h? < 2/(Bo(Bo + q)) bei naudodami idéjimo teorema ivertiname (13) uZ-
davinio sprendini |V|lc < C(||V5]|2 +|[V]|?)°® = O(h?). Funkcija W apskaitiuojame
i¥reikitine formule, i¥ jos gauname, kad W yra apréZta funkcija || W||c = O(1). Imdami
v < (1 — £1)/Wy gauname, kad |¢| < ((1 —&1)[|V|lc)/e1 = O(h?). Tada globalioji
paklaida jvertinama nelygybe || Z|lc < [[Vllc + l¢| - [Wllc = O(h?).

Literatiira

[1] K. Schiigerl, Bioreaction Engineering: Reactions Involving Microorganisms and Cells, Fundamentals,
thermodinamics, formal kinetics, idealized reactor types and operation modes, Vol.1, John Wiley&Sons
Ltd, Chichester, New York, Brisbane, Toronto, Singapore (1987).

[2] A.V. Goolin, N.1. Ionkin, V.A. Morozova, Difference schemes with nonlocal boundary conditions, Compu-
tational Methods in Applied Mathematics, 1(1), 62-71 (2001).

[3] A.A. Samarskii, Theory of Difference Schemes, Nauka, Moscow (1989) (in Russian).

[4] M. Sapagovas, R. Ciegis, On some boundary problems with nonlocal conditions, Differents. Uravn., 23(7),
1268-1274(1987).

On one problem with non-local boundary conditions

R. Ciegis, O. Stikoniené, O. Subod

In this article two problems with non-local boundary conditions are analysed: stationary dif-
fusion problem with constant coeficients and non-local boundary condition, and stationary diffu-
sion problem with additional convection term and non-local boundary condition. Finite difference
schemes are constructed and investigated. The sufficient conditions for the existence of an unique
solution are obtained.



