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1. UZdavinio formulavimas

Nagrinésime uZdavini, apraSantj signalo judéjima $viesolaidZiu. Tokio proceso matema-
tinis modelis yra [1, 2]

ou 10%

15; + 'iw + y|u|2u +tau = 0, (l)
u(2,0) =0, u(z,T)=0, )
u(0,t) = uo(t), 3)

Cia z yra 3viesolaidZio aSiné koordinat¢, ¢ yra laikas, o — energijos absorbcijos koeficien-
tas. Pradiné salyga apraSo seka binariniy signaly-solitony

P
=% 4=
ug(t) _gch(t—Sj—Q’ aj =0 arba 1.

Energijos nuostoliai yra kompensuojami periodiskai sustiprinant signala ta¥kuose
z=kAz:

u(Zk,t) = e*®*u(z — 0,t). “)

Darbuose [2, 3] uZdavinys (1)—(3) buvo sprestas spektriniu ir baigtiniy skirtumy me-
todais. Juose irodyta, kad abi baigtiniy skirtumy schemos yra stabilios, kai sprendZiame
tiesing Sredingerio lygti su stiprinimo procesu. Darbe [3] buvo irodyta, kad modifikuotos
baigtiniy skirtumy schemos sprendinys konverguoja ir kai sprendZiame netiesing lygti su
stiprinimo procesu.

Siame darbe uZdaviniui (1)~(4) sukonstruosime simetrizuota i§skaidymo schemg ir
irodysime, kad Sios schemos sprendinys konverguoja, o jo tikslumo eilé yra antroji abiejy
kintamuyjy atZvilgiu.
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2. Baigtiniy skirtumy schema
Srityje [0, Z] x [0, T] apibréZkime tolygius diskrefiuosius tinklus

wp={z™ 2" =nh, n=12,...,M, M=1},
(o)f:{tJ t] =jT, J=1,2,,N—'1 tN=T},
wit = {2" Z"=2pm_1 +nh, n=12,..,K, ZK=z,}.

Diferencialini uZdavini (1)-(3) tinklo wp, = wj* X w, taSkuose aproksimuojame
simetrine baigtiniy skirtumy schema

n+1/3 _ . n n+1/3 n
y Y Y +y _
O A S ®

.yn+2/3 __yn+l/3 1‘, yn+2/3 +yﬂ+l/3 i
: h 2 2 i
n+2/3 2+ n+1/3|2 n+2/3+ n+1/3
4l 2Iy I’y 2y o0, ©
n+1 __ ,n+2/3 n+1 + n+2/3
: 0.51 +at zy =0, ™
y3 =0, yﬁ =0, Zn € wz"
y;’ = ug(t;), t; € wy.
Stiprinimo procesa (4) aproksimuojame lygtimi
P!
1+ 0.25ah\2K L
m == ——————————— .
V= (Tomar) %" ®

Kadangi (5) ir (7) lygtys yra tiesinés, tai jy sprendinius uZraSome iSreik3tiniu bidu.
Netiesinei lygtiai (6) spresti sudarome konservatyvy iteracini procesa

2 2

8 8
Ik g . yeY pe=2a(=2m)
h 2 .

-1
P72 + [y +/3)2 54yt o
x 5 5 =0.

Sio iteracinio proceso konvergavimas ir sprendinio vienatis yra irodoma matematinés
indukcijos metodu (i¥samia sprendinio egzistavimo analiz¢ galima rasti straipsnyje [5]).
Tod¢l Siame straipsnyje pagrindini démesj skirsime schemos (5)—(8) stabilumo analizei.
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3. Stabilumo analizé
Tarkime, kad yra teisingi tokie aprioriniai iver&iai

V<6 gl < Ca

Schemos (5)—(8) stabilumo analiz¢ i¥skaidome j dvi dalis. Pirmiausia i§vesime sta-
bilumo nelygybe funkcijoms e® = y" — u®, en+1/3 = yn+l/3 _ yn n+2/3 _
y"+2/3 — yntl entl = yntl _ yntl | Po to gausime pagrindine stabilumo nelygybe

funkcijoms E™ = u(zp,,t) — V™.
3.1. Stabilumo analizé funkcijoms e™

Funkcijos e™ tenkina tokia baigtiniy skirtumy schema

en+1/3 —em en+l/3 +en
osn  to— =W

) eﬂ+2/3 _ en+1/3 1 en+2/3 + eﬂ+1/3
’ (),

R *3
+#(f1(un+1’ un, yn+1’ yn)en+2/3
+f2('u"+1, un’ yn+1’ n)(en+2/3)* + fa(un+1’ un,yn+l’yn)en+l/3
+f4(un+l, un’yn-{-l’ yn)(en+1/3)# ) = ¢;l+l’
entl _ gn+2/3 +aen+l + en+2/3 _ n-l-l,
0.5h 2 3

kur 1/),:"“ yra aproksimacijos paklaidos, o fx — kvadratiniai polinomai.
Aproksimacijos paklaidas i§skaidome i trijy démeny suma (Zr. [6])

;:+l = \I’g +‘I’[}:+‘I’21 k= 1y213’
¢ia U9 yra Teiloro skleidinio nariai:

0 = _i;.du"ﬂﬂ =0(1), 8= —gdu"“/? =0(Q),
dunt1/2 1 g2yn+1/2

0—_
¥z =—( dz 2 dt?

+ #Iun+l/2|2un+l/2) — 0(1)

o V1 sudarome tokiu biidu

ah h ah
‘I’%=¢}—'§-2"I’?, ‘I’;l>=¢zlv—a§(2‘1’?+‘1’g), ‘I’§=¢§—5§(‘I’?+‘I’

)]

(10)

an

0
2)7
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tia 1} yra Teiloro skleidinio O(h) eilés nariai. Atlik¢ nesudétingus skai¢iavimus, gau-
name tokias ¥9, U} ir U2 iSraidkas

n+1/2
¥} = —ha(du + -;-au"'“/z) =O(h), ¥; =0,
n+1/2
‘113 = —-—ha(du + ;au"“/z) = O(h),

= 0(h2), 2= co(h2 +72), V2 =0(h?).

I$ pastaryjy lygybiy gauname, kad
Y ¥ =0, j=0,1 (12)

1lema. Baigtiniy skirtumy schemos (5)~(7) sprendinio paklaida tenkina iverti
lleg*t 2 < (1 + Ch)4g*|lef]|? + Cha?|@7"" 1)
+ ¢°Ch(1 + Ch)||®]""+/3)|2 + Ch||@7" )2, (13)

kur g = (1 — 0.25ah)/(1 + 0.25ah), 0 ™"+*/3 yrq funkcijos sudarytos i¥ aproksima-
cijos paklaidy.

{[rodymas. Funkcija e™ uZraSome trijy funkcijy suma (Zr. [6]):

en+k/3 = ,un+k/3 + wn+k/3 +pn+k/3, k=1,2,3.

Funkcijos v™*+*/3 ir w™+*/3 yra sprendiniai atitinkamy pagalbiniy uZdaviniy:

n+i/3 _ yn+(i-1)
SOV B ow, =123,

n+3/3 _ ,,n+(i-1)
v ’,‘: /3=x11}, j=1,2,3

su pradinémis salygomis v° = 0, w® = 0. I3 (12) gauname, kad

o = o™ 4 (T + O + T3) =0,
wt! = w" + h(¥] + UL + ¥3) = w".

Pasinaudoj¢ pradinémis salygomis gauname, kad v = 0, w™ = 0,n = 1,2,..., K.
Funkcijoms v™+1/3,y"+2/3 jr w™+1/3 w"+2/3 jrodome jver&ius:

VI = hE = O(h), ™% = h(ES + ¥3) = O(h),
w3 = h\I’i - O(h), wht2/3 = h(‘I’ + \Ilé) = O(h).
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Tada funkcijos p"*+*/2 tenkina baigtiniy skirtumy schema

n+1/3 _ .n n+1/3 4 5n 1
o tel e = A U - e+ ), (14)

pr/3 _pntl/3 (pn+2/3 + pn+1/3)
P JE— + _—
)

! h 2 2

+“( fl (un+1’ un, yn+1’ yn)pn+2/3
+f2(un+l’ un, yn+1’ yn)(pn+2/3)t + fa(uﬂ-H, un, yn+1’ yn)pn+l/3
@t um gty (pT)) = @rintass, (s)

/S = ¥ — -=h(‘1’1 i+ ¥1g) —ph( f(u™u g™ ") (1] + O])

+f4(un+l:u »y ,yn)((\I,O +(\I’ ) ))

pn+1 _ on+2/3 pn+1+pn+2/3 ammtl g2 @ 0 !
E— ol = o™t = 92 - ShES+ U, (6)

IS lygtiy (14) ir (16), pasinaudoj¢ Svarco nelygybe ir atlike pertvarkius, pakankamai
maZiems h gauname tokias dvi stabilumo nelygybes:

pv_t+j/3 2 2 1+ Ch) pn+(1-1)/3 2
D

Csh i3 ‘
taTomarpl IR i=1s an

Lyg¢iai (15) atlike pertvarkius, analogiSkus naudotiems straipsnio [5] stabilumo ne-
lygybés iSvedime, gauname stabilumo nelygybe:

||p"+2/3]|2 <q +Ch)”pn+l/3”2 +Ch||@;—n’n+2/3]|2. (18)

I§ Siy nelygybiy, atsiZvelge, kad e™ = p” ir e”*! = p"t!, gauname norima stabilumo
jverti.

3.2. Stabilumo analizé funkcijoms E™
Dabar i§vesime pagrinding stabilumo nelygybe.
2 lema. Baigtiniy skirtumy schemos (5)~(8) sprendinio paklaida tenkina toki ivert;
Za - n+i—2/3
IEFI? < % (BRI + Cza max. ([|87™+ 242

m,n+j— | m,n+j 1 m
HIEPTI Y e ) + (14 o ) I, )
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kur U yra stiprinimo salygos aproksimacijos paklaida

g‘ = (eaza - |q—|12—K—) ‘U,n+K. (20)

[rodymas. Diskretiajame tinkle w}* rekurenti3kai pritaikius (13) iverti gauname
1e7+K)12 < (1+ CRY g4 ||ef]|? + Ch(1+ (1 + Ch)*q* + -
H((1+CR*) ) max (G724 @7
HIBF™1%) < (1+CRY KK ( ||ef)*+Cza max (118722
HIGPmH T2 PR ). 1)

<<K(

Po energijos stiprinimo Zingsnio turime lygybe

1

+1 _ n+K m+1
B = e AT

Atlike elementariuosius pertvarkius i¥ pastarosios lygties gauname:
L O i (e [ @

Istate (21) { (22) gauname norima stabilumo jverti.
Aproksimacijos paklaidas ivertiname $ioje lemoje.
3 lema. Baigtiniy skirtumy schemos (5)—(8) aproksimacijos paklaidos tenkina tokius
{vercius
o7 < oh? +72), (187" < C(h? +7%), 1<n<K,

187" < C(R? +7%), ||¥gI<CR?, 1<m< %

[rodymas. Diferencialinés lygties sprendinj u ir diskretyji sprendinj y apibréZiame uz
diskretaus tinklo w, riby nelyginiu biidu

u(z, —t) = —u(z,t), u(z,T+t)=—-u(z,T-1),

Y-1=-Y1, YN+1= ~YN-1.
Tada baigtiniy skirtumy schema yra teisinga ir tinklo w, riby krastiniuose taskuose. I§-
skleide uZdavinio sprendini y(z, t) Teiloro eilute su lickamuoju nariu, uZraSytu LagranZo

pavidalu, gauname norimus jver&ius.
Tokiu biidu jrodéme tokia teorema.
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1 teorema. Pakankamai maZiems h baigtiniy skirtumy schema (5)—(8) turi vienintelj
sprendini, kurio globali paklaida tenkina iverti

ll(w™ = y™)ell < C(72 + ?).
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Symmetrical splitting scheme for nonlinear Shridinger equation
R. Ciegis, V. Pakeniené

In this paper we consider one-dimensional nonlinear Shrédinger equation. The equation inclu-
des an absorption term and the solution is periodically amplified in order to compensate the lose
of the energy. We present a finite difference approximation by a symetrical splitting scheme. The
convergence of the discrete solution is proved.



