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1. Bendras konstrukcijos aprasymas

Straipsnyje tiriamas daugiasluoksnis konstrukcinis elementas (DKE) sudarytas i$ n izo-
tropiniy sluoksniy (apriboty staciais cilindriniais pavir§iais), kuris tempiamas iSorinés ap-
krovos F kolinearios cilindry sudaromosioms taip, kad jo galinés plokStumos lieka lygia-
gretiomis. Esant tokioms prielaidoms visuose sluoksniuose esti centrinis tempimas (néra
deplanacijos), o DKE geometrija pilnai nusako pastarojo skerspjiivis (dvimaté, nebitinai
susijusi sritis)

D= CJD.-, Di(\Dj=, Vij=12,...,n,

i=1

&a D; sluoksniy skerspjiiviai. Toki DKE galima pilnai apra$yti nusakant jo geometrija,
sluoksniy skerspjtivio plotus

’Ag=//d:zdy, (t=1,2,...,n) (¢))]
D;

ir pastaryjy tamprumo modulius Ey, Ey, ..., E, (tiesinio tamprumo atveju), kuriems
naudosime matricinius Zyméjimus. Tegul Mf, — n x n diagonaliniy matricy erdve, o
DKE parametrai nusakomi sekan¢iomis matricomis su teigiamais diagonaliniais elemen-
tais i§ erdvés M4 C M2 : sluoksniy skerspjivio ploty matrica A = [A; ;] = A:6ij,
sluoksniy standumy matrica B = [B; ;] = B;6;j, sluoksniy tamprumo moduliy mat-
rica E = [E; j] = E;éij, sluoksniy iraZy matrica N = [N; ;] = N;é;j, ir sluoksniy
normaliyjy jtempiy matrica o = [a,-,,-] = 0;6ij, ia 6;; — Kronekerio simbolis, o
i,j = 1,2,...,n. Tokiy matricy erdvéje M}¢ galima jvesti norma ||A| = traceA,
tenkinan&ia visas normos aksiomas, nes A;; > 0,VA € M,“;d ir Vi. Jei oy teigiami ir
A € M} tai 3" oAy € M}, yrakiigis erdvéje M2, be to matricy i§ M4 sandauga
k

komutatyvi ir priklauso M} 4. Kiigyje M} galima ivesti dalybos operacija
A/B=AB'e M},

nes B! = [§;;/ Bi] egzistuoja, jei ik B € M}¢.
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Kadangi M;'¢ yra komutatyvi grupé sandaugos operacijos atZvilgiu, galima gauti
kompaktiSkas ieSkomy parametry ifrai§kas nepriklausandias nuo sluoksniy skaidiaus ir
analogikas skaliarinéms (vieno sluoksnio atvejis).

2. Tiesi$kai tamprus kiinas

Tegul visi DKE sluoksniai tenkina Hooke’o désni su tamprumo moduliais E, t.y., ne-
priklausomai nuo apkrovos dinaminio pobtidZio pa%alinus apkrova pilnai atstato savo
pirming forma bei tiiri, tada sluoksniy o — € diagramos - tai tiesiy pluoitas su bendru
ta¥ku koordinaciy pradZioje (histerezés kilpy néra). Toki DKE vadinsime tiesi¥kai tamp-
riu.

AtsiZvelgiant i tai, kad atskiri DKE sluoksniai negali deformuotis skirtingais dydZiais,
ju deformacijos lygios € = Al;/l =const, i1 =1,2,...,n

e=cl, @

gia € € M; ¢ skaliariné ir teigiamai apibre?ta, I € M;¢ vienetiné matrica. [ — nedefor-
muoto DKE ilgis, o Al; = Al — pastarojo elementy absoliutiis pailgéjimai. Tada salyga,
kad visi DKE sluoksniai tenkina Hooke’o désnj su tamprumo moduliais E, galima i3-
reik3ti sekandiai

o =c¢E. 3)
Galimi du atvejai: 1) DKE itempto bivio vienintele prieZastimi ir Zinomu dydZiu yra
statiné arba dinaminé apkrova F (DKA - statiSkai neapibréZta sistema); 2) DKE itempto

biivio vienintele prieZastimi yra statiné arba dinaminé deformacija € (DKA yra stati$kai
apibréZta sistema), tatiau abiems atvejams galioja

Teiginys. Jei DKE sudarytas i§ tokiy n sluoksniy tenkina Hooke’o désni kaip vientisas
kiinas, t.y., ox = €Ek &ia ok ir Ex ekvivalentieji DKE itempis ir tamprumo modulis,
tada

Ex = | AE|//|A]l. @

[rodymas. Jei Nk = |F| DKE kaip vientiso kiino iraZos modulis, o N iraZos, atsirandan-
Cios atskiruose DKE sluoksniuose, tai i§ statinés pusiausvyros lygties turime

0is(3)

N = Ao = AEe. (6)



Tampriai plastinio u¥davinio sprendimas komutuojanéiy matricy erdvéje 513

AtsiZvelge i tai, kad visy sluoksniy deformacijos lygios €;; = €,1 = 1, 2, ..., n, sistema
tampa stati§kai apibréZta ir turime

INIl = | AEe|| = | AEe],
bet
ok = Nk /Ak = |N|//||All = | AE|le/||All = (IAE| /|| All)e, ™

tia Ax = ||A|| viso DKE skerspjiivio plotas.

Teiginys. Tegul Zinomi DKE parametrai: matricy A, E bei DKE ilgio | ir apkrovos F
arba deformacijos €, vertés tada per pastarqgsias galime iSreiksti likusias DKE itempto
bivio parametry vertes:

Itempto bavio priefastis — Itempto bivio priefastis -

apkrova F': deformacija e:

sluoksniy standZius B = AE, sluoksniy standfius B = AE,
sluoksniy irqZas N = FAE/||AE|, sluoksniy irqzas N = AEe,
sluoksniy normaliuosius itempius sluoksniy normaliuosius itempius
o = FE/| AE, o = Ee,

DKE skerspjivio plotq Ax = ||A||,  DKE skerspjiavio plotq Ax = ||A||,
ekvivalentyji tamprumo moduli ekvivalentyji tamprumo modulj

Ex = |AE|/|IAl, Ex = ||AE|//|Al,

DKE standi Bk = | B}, DKE standi Bx = ||B||,

DKE (sluoksnio) deformacijq DKE (sluoksnio) deformacijq €,

e = F/|AE|, DKE irqZq F = ||AE]|f¢,

DKE absoliuty pailgéjimg DKE absoliuty pailgéjimq Al = le,
Al =Fl/|AE|,

DKE normalyjiitempiox = F [||A||. DKE normalyjiitempiox =¢|AE| /||A|.

Irodymas. DKE sudarantiy elementy standZiai (pagal apibréZima)

B = AE, 8
tada i§ (4) turime Ex = | AE]| / IA]l = IB|l/IA] = Bk /AK arba DKE standumas

Bk = AxEx = |B||, )
I8 (3), (8) ir (9) seka, kad DKE deformacija

€= NK/AKEK = Nk/Bk = F/”AE", (10)
o pasinaudojus (2), absoliutus DKE pailgéjimas

Al:el:NKl/BK—T-Fl/"AE". (11)
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Matrica N turi tenkinti dvi salygas: statikos lygti (5) ir matrica e = N/AE turi turéti
vienodus diagonalinius elementus, nes pagal (2) ir (10), jie reikia kiekvieno sluoksnio
deformacija €. Sistema

(Ve
turi vienintelj sprendini,

N = FAE/AE. (13)
I lygybes (13) randame iraZas N kiekviename DKE elemente

o=N/A = FAE/A|AE| = FE/|AE|, (14)
o pasinaudojus (9), itempius o kiekviename DKE elemente

o =FE/|AE| = FE/|B|. ‘ (15)

Teiginys. min E;; < Ex < max E;.
% 1)

Irodymas. Tegul A = A/||A| i8 (3) turime Ex = [AE|/||A]| = [(A/|AIE| =
|AE]|, bet matricos A diagonaliniai elementai teigiami ir ||A| = 1, o i§ &a seka, kad
min E;; < Ex < max E;;.

1 %

Teiginys. Normaliyjy itempiy santykis bet kuriuose dviejuose DKE elementuose lygus ty
elementy tamprumo moduliy santykiui

E

& (16)

o
o

[rodymas. Jei A*,E*, o* matricos gautos sunumeravus DKE sluoksnius bet kokia kita
tvarka, tada

o FE/|AE| |A’E'|[EE _E

o+ FE*/|A*E’]| _ |AE|E* E* E*’

nes DKE standumas nepriklauso nuo elementy sunumeravimo tvarkos.

3. Tampriai plastinis kiinas -

Ivairiy autoriy [1-3] pasitlytose DKE skai¢iavimo metodikose yralaikoma, kad visi DKE
sluoksniai yra deformuojami tik tamprumo ribose 0 < € < sﬁ') ¥inoma [4], kad konst-
rukcijy elementuose yra leistinos plastinés deformacijos, nors jy dydZiai kartais ir néra
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dideli. Visy pirma tai sakoma apie daugiastrypes konstrukcines sistemas. Tarp pastaryjy
ir DKE yra tam tikra analogija, kadangi apkrovai pasiekus tokj lygi, kai viename ar net
keliuose DKE sluoksniuose vyksta plastinés deformacijos, o padidéjusios apkrovos dali
perima sluoksniai, esantys tamprumo zonoje. Todél svarbu mokeéti apskai&iuoti itempimy
dydZius DKE sluoksniuose, kai dalis jy yra plastiSkai ar tampriai plasti$kai deformuo-
jami. Tokio skai¢iavimo metodika mums néra Zinoma. Todél Zemiau siiloma tempiamy
DKE skai¢iavimo metodika, atsiZvelgiant j atskiry sluoksniy tampriai plastines ir plasti-
nes deformacijas. Tegul DKE ir visi jos sluoksniai deformuojasi pagal désnius

o =o(e), a7
ok = ok(e), (18)
ia
o) 0 ... 0 Ee, 0<e<ed,
c@=| 2 0 ] =] d <o
0 0 ...on(e) oi(e), 5g) <eg e,(i).

Jei DKE elementai intervaluose 0 < € < eﬁi) deformuojasi tampriai ir tiesiskai, in-
tervaluose sgi) €e<g eﬁ,';) tampriai plastiSkai (tiesiné arba netiesiné stipréjimo zona) ir
intervaluose ef,? €< efi) plastiSkai (e,(i) —ribinés leistinos deformacijy vertés), o funk-
cijos (17) ir (18) esti vienareik¥meés, tai toki kiina vadiname tampriai plastiniu. Supran-
tama, kad DKE sudarytam i tokiy sluoksniy $ios funkcijos yra suri$tos, t.y., jei Zinoma
matriciné funkcija (17), tai pastaroji vienareik§miai nusako funkcija (18). Jei Zinoma de-
formacija € tai i¥ statikos pusiausvyros lygties (naudojant analogi¥kus Zyméjimus) DKE

iraZai turime
Nk(e) = [IN(e)|l, (19)

o, atsiZvelgiant j tai, kad atskiri DKE elementai negali deformuotis skirtingais dydZiais,
kiekvienai leistinai deformacijos vertei

N(e) = Aof(e), (20)
Nk(e) = [[N(e)|| = [|[Aa(e)]|- @1

Padaling paskuting lygybe i¥ || A || turime
ok(€) = Nk(e)/|All = |Aa(e)ll/l|All.- (22)

AtsiZvelgiant matricinés funkcijos (17) struktiira, DKE turi tris kokybiskai skirtingas de-
formavimosi zonas: tampriaja 0 < € < min eg’) , kurioje galioja (4), (7)—(11), (14) ir

<ign
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()

(16), tampriai plastine ir plasting ll(mn Ee €< max sp, , kuriuose galioja tik (17)—
[ikn <ign

(22), o tamprumo modulio savoka praranda prasme. Jei Zinoma deformacija F tai statinio
neapibréZtumo paSalinimui batina spresti netiesing lygti

IN(e)l = F (23)

€ atZvilgiu, kas nesudaro ypatingy sunkumy, jei funkcijos o;(¢) yra vienareik$més ir
grieZtai monotonings. Jei &g lygties (23) sprendinys, tai visi DKE parametrai randami i$
(20)—(23) istatius &g verte. Toks sprendimo biidas apima (kaip atskirus atvejus) idealizuo-
tus Prandtl’io [4] ir tiesi8ko stipréjimo atvejus. Jei Zinomos natiirinés, o ne schematizuo-
tos o — ¢ diagramos visy medZiaguy, sudaran¢iy DKE, tai bet kuriam deformacijos dydZiui
galima tiesiog i§ diagramy nustatyti itempimy reik3mes, kurias ira3¢ { (22) lygti, gautume
DKE ekvivalentini itempima, pagal kurj galime apskai€iuoti ribinij aSinés apkrovos dydi
duoty matmeny ir konfigiiracijos DKE.

Pasiillyta daugiasluoksniy strypy skai¢iavimo metodika igalina apskai&iuoti ainio
standumo, normaliojo itempimo reik§mes bei ribinj asinés apkrovos dydj tampraus, tamp-
riai plastinio deformavimo stadijose, kai ji sudaran&iy medZiagy deformavimo diagramos
o —e¢ atitinka idealiai tampriai-plastiniy ir tampriai-stipréjantiy medZiagy schematizuotas
diagramas.
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On solving the plastoelastic problen in space of the commutative
matrixes

V. Kleiza

A method for calculating mechanical parameters of multilayer structural elements (MSE) and
their layers in elastic and plastoelastic zones are presented and grounded in the case of axial stret-
ching. The method of diagonal matrices is proposed to define the parameters of MSE’s and their
layers. In the elastic zone, MCE’s are completely defined by two matrices: that of the modulus of
elasticity and layer cross-section areas. In the plastoelastic zone, - by the matrix of the layer cross-
section areas and a diagonal matrix-function that defines o — € diagrams of the layers. In the case
of stretching, the above mentioned matrices make up a commutative group with respect to product
operation which makes it possible to obtain compact expressions for the required parameters that
do not depend on the number of layers and are analogous to scalar ones (a single-layer case). This
kind of calculation methods enables us to compute the values of axial stiffness and normal stress as
well as the quantity of limiting axial load or the zones areas of elastic and plastoelastic deformation,
when the diagrams o — € of deformation materials composing it correspond to that diagram that of
plastoelastic and elastically-strengthening materials.



