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NesSo pusiausvyros iskilyju aibiy kontekste
Daina SUDZIUTE (VU)

el. pastas: daina.sudziute @mafvu.lt

Nulinés sumos vienetinio kvadrato lofimuose pakeite branduolius pagrindinés istri-
Zainés taSkuose, gauname nenulinés sumos losimus, kuriuose ne tik iSlieka [1] apraSytos
NeSo pusiausvyros, bet ir gali atsirasti naujy, kuriy spektrai yra baigtinés aibés. Siy pu-
siausvyry abieju loSéjy strategiju spektrai sutampa. O egzistavimas pagrindinai priklauso
nuo branduoliy reikSmiy spektry taSkuose. T.y. pirmiausia tenka i¥nagrinéti kvadratini
bimatricini loSimg (jei matricas sudaro branduoliy reik¥més tam tikruose ta¥kuose) NeZo
pusiausvyry, sudaryty i§ midriy strategijy, naudojangiy grynasias strategijas su teigiamo-
mis tikimybémis, egzistavimo poZitiriu.

Paprastiausias dviejy tasky spektro atvejis yra iSanalizuotas [3]. Cia nagrinésime trijy
spektro talky atveji — jis suvedamas i kvadratinio bimatricinio (3 x 3) loSimo sprendima.

Taigi, 3io darbo turinys — bimatricinio (3 x 3) lo§imo analizé NeSo pusiausvyry, kuriy
strategijy visos komponentés teigiamos, egzistavimo poZiiiriu. [rodymuose remsimés kla-
sikine i3kilaja analize.

Pagrindinés savokos ir Zymeéjimai:

Bimatricinis loSimas apibréZiamas matrica

(a11,b11) (a12,b12) (a13,b13)
A,B = | (a21,b21) (a22,b22) (@23, b23) |,
(a31,b31) (a3z,b32) (aas,bss)

kurig sudaro atitinkamai pirmojo ir antrojo lo¥¢jy iSloiy matricos A = (ai;)(3x3)
B = (bij)(3x3)- Laikysime, kad matricoje A néra nei vienody stulpeliy, nei stulpelio
su vienodais skaiCiais, o matricoje B néra nei vienody eiludiy, nei eilutés, kurios skaiiai
biity vienodi.

Grynosios strategijos: abu lo8éjai turi po tris grynasias strategijas — pirmasis lo$&jas
renkasi matricos eilutes, antrasis — stulpelius.

Misriosiomis strategijomis vadiname tikimybinius skirstinius grynyjy strategijy
aibése. Abiejy loSeéjy misriyjy strategijy aibés 2, ir Q2 yra vienodos; jas Zymesime Q:

f=QL=0= {(’71)72’73”71' 20,i=1,23 m+r+m= 1}

Situacija vadiname strategijy pora — po vieng kiekvienam lo3&jui:

(a7 .B) = ((0!1, Qo, 03), (ﬁlv ﬂ?aﬂ:i)) y @€ Ql = Q; ﬂ € 92 =Q.

Lo3éjy islosiai apibréZiami kaip aAB, aBp (atitinkamai pirmam ir antram lo$&jui)
situacijy aibéje €2; x Q.
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Neso pusiausvyra vadiname fiksuota situacija (&, 5) € Q; x €2, kuriai teisingos
nelygybés:

< aAB, visiems a € Q, ¢))
aBB < aBB, visiems B € Q, ¥))

Pusiausvyrine strategija vadinsime kiekviena strategija, ieinan¢ia i NeSo pusiausvyra.

I¥loSius pusiausvyros situacijoje Yymésime aAB =v, aBf =w.

Matricy A ir B vektorius-eilutes ir vektorius-stulpelius fymésime taip:

a; = (a1, @i2,a43), bi = (bi1, big,biz), i=1,2,3,

Aj = (a1j, azj,a35), Bj = (b1j, b2j,b35), j=1,2,3.

Kiekvienam vektoriui-stulpeliui A;, j = 1,2, 3, ir kiekvienam vektoriui-eilutei b;,
i = 1,2, 3, priskirsime po vektoriaus komponenéiy ciklisky skirtumy vektoriy, kuriuos
apibréSime ir Zymésime taip:

AAj = (a3j — agj,a15 — azj,az; —a15), j=1,2,3,

Ab; = (biz — b, biy — bz, biz — biy), i=1,2,3.

Kai teks operuoti su visais trim vektoriais i§ aibés {A;, A3, A3}, pasirinkus viena
i3 ju, pasirinktaji vektoriy Zymésime A; (j = 1,2, 3). Likusius du skirtingus vektorius
Zymeésime A;, Ag.

Taip pat, pasirinke vektoriy b;, i = 1,2, 3, i§ aibés {b1, b, b3}, likusius du vektorius
Zymésime by, bi.

Irodymuose naudosime ir trimaius vektorius, kuriuos Zymésime taip:

X = (.’21,1:2,273), Y= (yl,yg,y3), 0= (0, 0, 0).

Akivaizdu, kad teisingi tokie du tvirtinimai:

1 lema. Jei pusiausvyriné strategija & > O, tai
(ai, B) = v visiems i =1,2,3. 3)
Jei pusiausvyriné strategija 8 > O, tai
(&, Bj) = w visiems j =1,2,3. C))

Lemoje esantios (3) ir (4) lygybés yra atitinkamai ekvivalenZios vektorinéms ly-
gybéms:

BIAI + B?AZ + B3A3 = (‘U, v, ’U), (5)
@by + azby + a3bs = (w, w,w). 6)

2 lema. Situacija (&, B), kurioje & > O, B > O, yra Neo pusiausvyra tada ir tik tada,
kai patenkintos (5) ir (6) salygos.

1 lemos rezultatus ir (5), (6) lygybes interpretuojame taip:



554 D. SudZiité

1 teorema. Jei & > O yra pusiausvyriné strategija, tai

a) strategija [3 yra vektoriy Ay, Aa, Aj iskilojo darinio, kurio rezultatas yra vektorius
su vienodomis komponentémis, koeficientai;

b) vektoriy aibés {Ai, Az, A3} ikilasis apvalkas turi bendry tasky su tiese
{(xl,zg, z3)|z1 = 2 = z3}.

Jei B > O yra pusiausvyriné strategija, tai

c) strategija & yra vektoriy {by, by, bs} iskilojo darinio, kurio rezultatas yra vektorius
su vienodomis komponentémis, koeficientai;

d) vektoriy aibés {by,bo, b3} iskilasis apvalkas turi bendry tasky su tiese
{(y1, 92, ¥3)ly1 = v2 = y3}.

{rodymas elementarus — iSplaukia i§ vektoriy i¥kilojo darinio apibréZimo.

Tarkime, kad (&, B) yra Neo pusiausvyra, kurioje @ > O, 8 > O. Pasirinkime bet
kurj i§ vektoriy A;, j = 1,2, 3, likusius vektorius i sistemos A;, Az, A3 paZymékime
Aj, Ay ir (5) lygybe pertvarkykime taip:

B Br
A
1-5; 1 - B

Skliauste esantj, vektoriy A; ir Ay i8kilaji darini paZymeékime taip:

BiA; + (1 - B;)- ( Ak) = (v,v,v). )]

3 B B
Aj = A + A = piAi + (1 — pj)Ax. 8)
) = 1— ﬁ] ﬂ Uy ( I“J) (
Cia B; € (0,1), uj € (0,1).
Lygybe¢ (7) interpretuojame taip:
2 teorema. Jei & > O, B > O, tai, koki bepasirinktume A;, j = 1,2, 3, iskilasis darinys
A; yra (vieninteléje egzistuojancioje) plokstumoje H (A;), einanéioje per taska A; ir
tiese Ty = T9 = T3.
{rodymas. Tasko A; koordinatés néra lygios, tad A; nepriklauso tiesei ; = T3 = 3
ir todél egzistuoja vienintel¢ plok§tuma (pavadinsime ja H(A;)), einanti per A; ir ties¢
x) = T3 = z3. Talkas A;, lygus tasky (v, v,v) ir A; (priklausantiy H (A;)) i8kilajam
dariniui, taip pat priklauso H(A;).
Teorema irodyta.
Plok3tuma H (A;) galima apibreéZti ir kaip einantia per taskus A;, (0,0,0)ir (1,1,1).
Jos lygtis yra

H(Aj) = {(501,1‘2, $3)|(aaj - a2j)$1 + (al,- - a3j):r:2 + (agj — alj)33l= 0} -
= {X|(A4;,X) = 0}.

3 teorema. Jei & > O, § > O, tai bet kuriam A;, j = 1,2, 3, teisingas vienas ir tik
vienas i tvirtinimy:
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arba

a) Skaliarinés sandaugos (AA;j, A1), (AA;, Ax) yra prieSingy Zenkly skaiciai, t.y.
plokstuma H (A;) grieftai atskiria taskus A; ir Ak,

arba ,

b) (AA;, Ai) = (AA;j, Ax) =0, t.y. abu taskai A, ir Ay yra plokStumoje H(A;).

[rodymas. Kadangi taskas A; yra plokStumoje H(A;), tai

(AAJ"AJ'> = (AAJ" P'jAl + (1 - [lj)Ak) =
= pi(A4; A1) + (1 — p;)(AA;, Ax) = 0. )

Kadangi ¢; > 0ir 1 — p; > 0, (9) lygybe gali biti teisinga tik kai dauginamieji
(AAj, Ar), (AAj, Ax) arba yra prieSingujy Zenkly skai&iai, arba abu lygis nuliui.
Teorema jrodyta.

1 iSvada. Jeigu matricos A kuriam nors stulpeliui A;j, j = 1,2, 3, sudare ciklisky skir-
tumy vektoriy AA; ir apskaitiave jo skaliarines sandaugas su likusiais stulpeliais gau-
sime vienodo Zenklo skai€ius, tai bimatricinis loSimas A, B NeSo pusiausvyry (&, B),
a> 0, >0, neturi.

Dabar tirsime 3 teoremos a) atveji, panaudodami Ne%o pusiausvyros (&, 3), @ > O,
B > O egzistavimui biitinaja (7) lygybe. Palaipsniui nustatysime koeficienty pj ir B;
galimas reik¥mes, atskirdami tuos atvejus, kai abu jie priklauso intervalui (0, 1).

Kadangi (7) lygybeje esantis vektorius A; = pjA; + (1 — p;) Ay turi priklausyti
plokStumai H(A;), tai

(AAj, pjAr + (1 — pj)Ax) = 0, ir i§ Eia galime apskaitiuoti u; reik¥me:

g = (AAj7 Ak) - (AA.‘I" Ak) (10)
7T (DA} Ax) — (DA, A) T (A4 Ak - A
kuri priklauso intervalui (0, 1), nes patenkinta 3 teoremos a) salyga.
Tuomet vienareik$mi¥kai nustatome vektoriy A;:
_ AA;j, Ax)- A — (AA;,
Aj = ﬂ'JAl + (1 _ u])Ak - ( J k) 1 ( AJ Al)Ak' (11)

(AA;, Ak — A1)

4 teorema. Tarkime, kad kuriam nors i§ Aj, j = 1,2,3, skaliarinés sandaugos
(AA;j, Ar), (AA;, Ak) yra prieSingujy Zenkly skaiciai. Tuomet, jeigu yra patenkintos
sqlygos:

a) vektoriaus Z,— — i§ (11) formulés — komponentés néra vienodos;

b) esant patenkintai a) sqlygai, vektorius Zj — Aj néra vienody komponendiy vekto-
rius;

c) esant patenkintoms a) ir b) sqlygoms, skaiéius Bj =

_ (AAj, Ar)(@at — au) — (A4, At)(@sk — ack) (12)
(AA;j, Ax)(ast — au) — (AAj, Ai)(ask — awk) — (AA;, Ak — A1) (as5 — arj)’
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kuris yra vienodas bet kokiems s = 1,2,3;t = 1,2, 3; s # t, priklauso intervalui (0, 1),
tai egzistuoja vienintelé strategija 8 > O, tenkinanti (5) sqlyga, t.y. tinkanti biti pusiau-
svyrine strategija antram lo3éjui Neso pusiausvyroje (&, B), @ > O, B > O. Prieingu
atveju, t.y. jei tikrindami paeiliui a), b), c) sqlygas aptinkame nei3pildytq salyga, lofimas
A, B Neso pusiausvyros (&, 8), @ > O, B > O, neturi.

Irodymas. Jeigu vektoriaus A; komponentés bity vienodos, tai (7) lygybé biity teisinga
tik esant 3; =0, t.y. 3 nebiity vektorius, kurio visos komponentés daugiau uZ 0.

Jeigu A; — A; biity vienody kompnentiy vektorius, tai, esant komponentéms lygioms
nuliui, biity A = Aj,arba, kai A; # A;, ties¢, einanti per taskus Aj ir A; bty lygiagreti
tiesei z; = zo = x3, ir tiesgje ﬁ,A +(1- ﬁ,)AJ nebiity tasky, kum; komponentés
vienodos — Ne3o pusiausvyra (&, B), & > 0, B > O, neegzistuoja. Jei A; = A;, tai (7)
lygybeje bet kuriai J; reik§mei esant, gauname A; = (v, v,v), 0 tai pne§tarau1a salygai,
kad matrica A neturi stulpelio i§ vienody skaitiy — NeSo pusiausvyra &, 3,a > O, 8 >
O, neegzistuoja.

Jeigu a), b) salygos patenkintos, tai taskai A;, A; nesutampa, abu nepriklauso tiesei
T1 = Tz = T3, per juos einanti tiesé¢ yra plok§tumoje H(A;), kurioje yra ir ties¢ z1 =
xo = x3. Tiesés kertasi, sankirtos talkas yra vienintelis ir tenkina lygybe

,BjAj +(1- ﬂj)/ij = (v, v, v).

Kair¢je esanti vektoriy idreiSke¢ komponentémis ir sulyging jas, galésime pasirinkti bet
kuria i¥ trijy gauty lyggiy ir, iSreike 3, gausime (12) i¥rai¥ka. Pusiausvyrinés strategijos
>0 egzistavimui biitina ir pakanka, kad gautasis skai&ius f; priklausyty intervalui (0,1).

Teorema irodyta.

Pastabos:

1. Skaicius Bj (12) lygybéje yra intervale (0,1) tada ir tik tada, kai skaitiai

(AA;j, Ax)(ast — au) — (AAj, Ai)(ask — ask) ir :

(B4, Ax — Ai)(asj — arj)
yra prieSingy Zenkly.

2. Pusiausvyrinés strategijos egzistavimo atveju jos komponentes ir pirmojo loséjo
iSlo3{ pusiausvyroje galime surasti panaudodami leoremo;e apskaiciuotus skaicius: kom-
ponente ﬁ, turime, o

Bi=(1=B) mj» Br=(1-5) (1—p;), v=(B,a1) = (B, a2) = (B, a).

3 teoremos b) atveju taSkai A;, A, Ay ir tiesé 1 = T2 = z3 yra plokStumoje H(A;).
Projektuosime H(A;) i viena i¥ koordinatiniy plok$tumy, kuriai H(A;) néra statmena.
Kaip nustatyti? Jeigu H(A;) biity statmena koordinatinei plok3tumai, tarkime plokstu-
mai 2,3, tai H(A;) plokituma projektuotysi i ties¢ 2 = z3, t.y. kiekvieno i§ tasky
Aj, A1, Ax projekcijos turéty vienodas koordinates. T.y. vektoriai — eilutés as ir az biity
vienodos. Tregioji eiluté turi buti skirtinga, nes matrica A neturi vienody stulpellq Tuo-
met projektavimui pasirinktume plok$tuma z,, =3 arba z,, 3.

Koordinatiy plok3tuma, i kuria projektuosime H(A;), paZymékime z,, z;.

S teorema. Jeigu bent vienos poros - i§ tasky A;, A1, Ax — projekcijos yra skirtingose
tiesés T, = T, pusése (L.y. vienos projekcijos viena komponenté didesné, kitos projekcijos
— kita), tai egzistuoja be galo daug vektoriy 3 (tame tarpe ir B > O), tinkan&iy biti
pusiausvyrine strategija NeSo pusiausvyroje (&, B).
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PrieSingu atveju, kai visy tasky A;, A1, Ay projekcijy ta pati komponenté yra didesné,
losimas A, B NeSo pusiausvyry (&, 8), @ > 0, 8 > O, neturi.

[rodymas. Remsimés [3] rezultatais bimatriciniam (2 x 2) loimui. [3] jrodyta, kad Ne$o
pusiausvyra, kurioje abu lo¥¢jai savo grynasias strategijas naudoja su teigiamom tiki-
mybém, egzistuoja tada ir tik tada, kai tafkai yra skirtingose tiesés pusése. T.y. miisy lo-
$imo atveju, kai visy tadky projekcijos yra vienoje pusplokstumeje, lo¥imas neturi NeSo
pusiausvyry.

PrieSingu atveju vienas taSkas projektuojamas vienoje pusplok$tuméje, o kiti du —
kitoje. Jy kiekvienas iSkilas darinys gali biiti tuo vienos pusplokstumés ta¥ku dvima&iu
atveju. Pusiasvyriniy strategijy be galo daug, nes dviejy projekcijy i8kilyjy dariniy yra be
galo daug.

Pusé¢ darbo atlikta. Liko kita pusé¢ — remiantis (6) lygybe, 2 lema ir antrojo lo¥éjo
iSloSiy matricos B savybémis — jrodyti analogiSkus pusiausvyrinés strategijos pirmam
loSéjui egzistavimo faktus, rasti jos analizing iSrai¥ka. Tvirtinimus pateiksime irodymy
nedetalizuodami. Teoremose naudosime Zyméjimus

(Abube)  _ (Abyby)
(Abh bk) - (Abu bl) (Abn bk - bl) ’

(Ab;, bi) - by — (Ab;, by) - by
B = b+ (1— \)b .
tH (=M = R B — B

h=

(13)

(14)

6 teorema. Jei & > O, 3 > O, 1ai, koki bepasirinktume b;, i = 1,2,3, tasky by ir by
iSkilasis darinys b; yra (vieninteléje egzistuojancioje) plok$tumoje H (b;), einanéioje per
taskq b; ir tiese y1 = y2 = y3.

7 teorema Jei @ > O, § > O, tai bet kunam bi, i = 1,2,3, yra teisingas vienas ir tik
vienas i$ tvirtinimy:

arba

a) Skaliarinés sandaugos (Ab;, by), (Ab;, bi) yra priesingy Zenkly skai&iai, t.y. ploks-
tuma H(b;) grieftai atskiria taskus by ir by,

arba

b) (Ab;, by) = (Ab;,br) = O, t.y. abu taskai by ir by yra plokstumoje H (b;).

2 i8vada. Jeigu matricos B kuriai nors eilutei b;, i = 1,2, 3, sudare ciklisky skirtumy
vektoriy Ab; ir apskaiciave jo skaliarines sandaugas su likusiomis eilutémis gauname
vienodo Zenklo skaicius, tai bimatricinis loSimas A, B Neo pusiausvyry (&, 8), @ > O,
B > 0, neturi.
8 teorema. Tarkime, kad kuriam nors i§ b;, i = 1,2, 3, skaliarinés sandaugos (Ab;, by),
(Aby, bi) yra prieSingujy Zenkly skaitiai. Tuomet, jeigu yra patenkintos sqlygos:

a) vektoriaus b; — i¥ (14) formulés — komponentés néra vienodos,

b) esant patenkintai a) salygai, vektorius b; — b; néra vienody komponenéiy vektorius,

¢) esant patenkintoms a) ir b) sqlygoms, skaidius &; =

(Abn bk)(bla - blt) (Abu bl)(bka - bkt)
= {Bbs, i) (b — bie) — (Abs, b1) (b — bie) — (Bby, by — bi) (bay — bie)’

(15)
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kuris yra vienodas bet kokiems s = 1,2,3;t = 1,2,3; s # t, priklauso intervalui
(0,1), tai egzistuoja vienintelé strategija & > O, tenkinanti (6) sqlygaq, t.y. tinkanti biti
pusiausvyrine strategija pirmam lo$éjui NeSo pusiausvyroje (&, 8), @ > O, f > O.

PrieSingu atveju, t.y. jei, tikrindami paeiliui sqlygas a), b), c), aptinkame nei3pildytq
salyga, loSimas A, B NeSo pusiausvyros (&, 8), @ > O, B > O, neturi.

Pusiausvyrinés strategijos @ > O egzistavimo atveju jos komponentés ir antrojo
lo8¢jo i8lodi pusiausvyroje galima surasti panaudojant teoremose apskai€iuotus skaitius
— kaip ir 3 atveju: .

a=(1-a)k, axr=Q1-a)(l-X\), w=(&b)=(ab)=(abs).

9 teorema. Jei bent vienos poros — is b;, by, b, — projekcijos yra skirtingose tiesés y, = y;
pusése (t.y. vienos projekcijos viena komponenté didesné, kitos projekcijos - kita), tai
egzistuoja be galo daug vektoriy & (tame tarpe ir & > 0), tinkanciy bati pusiausvyrine
strategija NeSo pusiausvyroje (&, ).
PrieSingu atveju, kai visy tasky b;, by, bk projekcijy ta pati koordinaté yra didesneé,
loSimas A, B NeSo pusiausvyry (&, B8), & > O, 8 > O, neturi.
Pagrindinis miisy tyrinéjimy rezultatas toks:
3 i§vada. Bimatriciniame loSime A, B, kuriame:
matrica A neturi stulpeliy, o matrica B — eiluéiy, sudaryty i§ vienody skaiciy,
matricoje A néra vienody stulpeliy, o matricoje B - vienody eiludiy,
vienintelé NeSo pusiausvyra (&,), & > O, f > O egzistuoja tada ir tik tada, kai
patenkintos 4 ir 8 teoremy, sqlygos.

{rodymas. Biitinumas jrodytas 4 ir 8 teoremose. Pakankamumas i$plaukia i$ to, kad pa-
tenkintos (5) ir (6) salygos 2 lemoje.

Abiejy teoremy irodymai yra konstruktyvis, tad turime ir algoritmus bimatricinio
loSimo NeSo pusiausvyrai apskaidiuoti.

Siame darbe irodyti tvirtinimai, ai¥ku, yra tarpusavyje susije. Tuos sarySius ir kitus
nei$nagrinétus atvejus, tikékimés, turésime progos aptarti kitoje vietoje.
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Nash equilibria in the context of convex sets
D. SudzZiate
Nash equilibria (&, 3), @ > O, 3 > O, are investigatéd in bimatrix (3 x 3) game. Necessary

and sufficient conditions for existing of such Nash equilibria are obtained (in theorems 4 and 8),
and the algorithms for calculating them too. Some ideas of convex analysis are employed.



