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G. Polya 1923 m. irod¢, kad jei X, ir X, — nepriklausomi vienodai pasiskirste atsi-
tiktiniai dydiai su baigtine dispersija, tai X, ir (X1 + X2)//2 skirstiniai sutampa tada
ir tik tada, kai X, yra normalusis skirstinys su nuliniu vidurkiu. Ar galima analogiska
teorema statistiky Xy ir (X1 + X3) /2 porai, jei a < 2? P. Levy sukonstravo pavyzdi,
paneigiant{3iq hipoteze. Jis irodé, kad jei (X, + X3)/2'/* ir (X1+ X2+ X3)/3Y* turi
toki pat skirstin{ kaip ir X\, tai X turi grie#tai stabily skirstini. Darbe nagrinéjamas
Sios charakterizacijos stabilumas \o-metrikoje.

Yra %inoma, kad stabiliyjy désniy klasé yra aibé skirstiniy F (z; a, B, 7, A), priklau-
santiy nuo keturiy parametry, kurie kinta Siose srityse:

0<a<2 -1<B8<1, -oco<y<oo, A>0.
Mus domins stabiliyjy désniy aibés poaibis - vadinamieji grietai stabiliis skirstiniai.
Pateiksime jy apibréZima pagal Feller [1).

ApibréZimas. Skirstinys Fx yra vadinamas grie¥tai stabiliu, jei jis néra issigimes nulyje
ir kiekvienam n. egzistuoja konstanta d,, > 0 tokia, kad

Fs.(z) = Fa,x(z), ¢))

kur S = X1+ ...+ Xp; X, Xy,..., Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsi-
tiktiniai dydiai, o F x - atsitiktinio dyd%io X skirstinys.

Irodoma (Zr. Feller [1]), kad d,, = nl/e yra vienintelé galima normuojanti konstanta
ir 0 < a < 2. Taigi formule (1) galima perrasyti taip:

Fs,(z) = Fpijax(z). (2)

P. Lévy teorema. Fx yra grietai stabilus, jei sqrySis (2) yra tenkinamas bent dviem n
reikiméms n = 2 irn = 3.

Charakteristiniy funkcijy pagalba sarysi (2) galima perraSyti taip:

f&) = f5@/k*), ae€(0,2], k=23, 3)
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kur f(t) yra atsitiktinio dydZio X charakteristiné funkcija.

Misy tikslas — pratesti autoriy darbe [2] pradéta P. Lévy teoremos stabilumo tyrima.
Tare¢, kad sarySiai (3) yra i¥pildomi su tam tikra paklaida ¢, isitikinsime, kad f(t) tam
tikra prasme yra artima grieZtai stabilaus désnio charakteristinei funkcijai. ,,Matavimai*
atliekami Ag-metrikoje, kuri apibréZiama taip:

Xo(X,Y) = do(fx(t), fr(t)) = sup|fx (£) - fy (¢)|-

Jei tolygioji metrika p, apibréZiama skirstiniy erdvéje, yra invariantitka daugiklio atZvil-
giu, t.y. p(cX,cY) = p(X,Y), tai metrika Ao yra tolygiosios metrikos analogas charak-
teristiniy funkcijy erdvéje ir taip pat yra invariantiné daugiklio at¥vilgiu.

Taigi tarkime, kad metrikoje Ao sary$iai (3) i¥pildomi ne tiksliai, o tik apytiksliai, su
paklaida &:

( k- l/aZX) t) fk(t/kl/a)) €, 06(0,2], k=23. (4

j=1

Teorema. Tarkime, kad X,X,, X, ir X3 yra nepriklausomi vienodai pasiskirste si-
metri3ki atsitiktiniai dydZiai. Jei egzistuoja o € (0, 2] toks, kad kai k = 2, 3 yra iSpildomi
sqrySiai (4), tai egzistuoja C, priklausantis tik nuo o toks, kad

. X < ]
yelfs Xo(X;,Y) < Ce°, (5)
kur § = 1/(b+max(1,)), b— Feldmano (3] konstanta, o S - grie#tai stabiliy simetriniy
atsitiktiniy dydZiy klasé, prie kurios yra prijungtas iSsigimes atsitiktinis dydis.

Pastebésime, kad stabilumo jvercio (5) eilé yra geresné uZ atitinkama stabilumo eile
A-metrikoje darbe [2], nes pastarosios eilé yra tik §/(1 + a), o formuléje (5) &i eilé yra 6.

[rodymas. I§ sarySio (4) turime, kad
f(t) = F*t/kV*) + R(t), |R(t)|<e, k=2,3; |t| <oo. (6)

Kadangi nagrinéjami atsitiktiniai dydZiai yra simetri3ki, tai jy charakteristiné funkcija
f(t) yra reali. PaZymékime

U =inf{|f(t)| : |t| < 00}
I8 (6) turime, kad

= inf {|f2(t/2"/*) + R(¢)| : |t| < 00} <
S U2 +sup {|R(t) : |t| < 00} S U? +¢,

U2 -—U+€e>0
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Tarkime, kad 0 < € < 1/4. Tada arba

U< (1-v1-4¢)/2, N
arba
U>(1+V1-4¢)2 (8)

Tarkime i3 pradZiy, kad yra teisinga nelygybeé (7). Kadangi ¢ < 1 /4, tai i§ (7) gauname,
kad

inf | £(¢)] < 1/2.

O kadangi f(0) = 1, f(t) yra tolydi ir reali, tai egzistuoja toks teigiamas uo, kad

fluo) =1/2; f(u) 21/2, kai u< uo )
PaZymeékime
f+(t) = f(tuo). (10
Remiantis (6) nesunku patikrinti, kad kai |t| < oo, tai
fo(®) = FEQE/EY®) +1a(t), In() <, k=23 an
Be to, i§ (9) gauname, kad
s. =min{|¢] : |fo(t)| = 1/2} < 1. (12)

Tolimesnis irodymas grindZiamas diofantiniy aproksimacijy teorija. Sioje teorijoje
irodyta (Zr. [3]), kad bet kuriems natiiraliems r ir k egzisuota absoliu€ios konstantos b ir
b’ tokios, kad

|rln2 —kIn3| > b'r°.

Konstantos b ir b’ vadinamos Feldmano konstantomis. Darbe [3] irodyta, kad b > 1.
Pasinaudodama $iuo rezultatu, O. Janukevitiené [4] jrodé, kad jei € — bet koks tei-
giamas skaiius, tenkinantis salyga

€™M — (V'M/In3)/be=* > 25(1-8)(p/ [ 1n 3)1/6-1,

13
M =2.3%(In3)1*t/((21/° - 1)t'ab), x>0, 143

tai bet kuriam natiiraliajam skaiiui m egzistuoja natiiralusis skai&ius m’ ir atitinkantis jt
natiralusis skai€ius n’ tokie, kad

|m'as — n'ay| < €%, : (14)
0<m—m' < Me*®, 15)
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kura; = —a~!In2,a; = —a~1In3.

Kadangi bet kuriai charakteristinei funkcijai g(t) teisingas sarysis g(t) = g(—t), o
charakteristiné funkcija f(t) yra reali, tai f(t) = f(—t). Todél pakanka nagrinéti tik
deSing pusale t > 0.

PaZymékime

y=Int, x(Int)=Inf(t)
ir tarkime i§ pradZiy, kad 0 < ¢ < 1. I§ (11) ir (9) gauname, kad

X(y) = kX(y + ak—l) + rk—l(exp y)’ k= 2y3’y (16)
[re-1(t)] < 16e, 0<t<1. amn

Toliau naudingas dar vienas Zyméjimas:
H(y) = x(y) exp(-ay).

Sio Zyméjimo déka sary§j (16) galima perra8yti tokiu bidu:
H(y) = H(y +a;) + rj(expy) exp(-ay), j=1,2.

Dabar jau galime jvertinti | H (y) — H (a1)|, jei y = nay+mag, kur m, n - neneigiami
sveiki skaifiai. IS tiesy,

H(y) = H(nay + maz) = H((n - 1)a; + may)
—r1(exp {(n — 1)a; + maz}) exp { — a(n - 1)a; + mas} = ...
n-1
= H(a; + mag) — Zrl(exp(jal + maz)) exp { — a(jou + maz)}
j=1
m—1

= H(a1) - Y ra(exp(ay + jor)) exp { — ooy + jo) }
=0
n-1

- Zrl(exp(jal + magz)) exp { — a(jou + maz)}.
ij=1

Sumas su liekamaisiais nariais nesunku jvertinti, prisiminus (17):
m-—1

E r2(exp(a1 + joz)) exp { — ala; + jaz)}
j=0

Ge(exp { —a(a; + maz)} - exp{—aal})

<1
< 16eexp ( — afay + mas));
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n-1

Z r1(exp(jar + maz)) exp ( — a(ja; + mas))

j=1
< IGe(exp { — a(noy + mas)} —exp (—ala; + mag)))
< 16e exp(—ay).

Dabar nesunku jvertinti ir pati skirtumg H(y) — H(o):

m-—1
|H(y) = H(en)| < | Y r2(exp(on + jar)) exp (- a(e + jaz))
3j=0
n—1 .
+ Y ri(exp(jon +mas)) exp { — aljes +may)} < 32cexp(—ay). (18)
i=1

Pakartoj¢ samprotavimus, pateikiamus autoriy darbe [2], i¥ ( 13), (14), (15) ir (18) gau-
name, kad egzistuoja toks C, priklausantis tik nuo o, kad kai |¢| < 1, tai

|£+() — exp(=2|In f.(27 Vs, )|s7*|¢|%)| < CeP. (19)
Srities |t| > 1 nagrinéjimui jau pakanka tik vieno i§ dviejy sarySiy (11):

f.(8) = £2/2°) +r.(0), (@) <. (20)
Per¢jimas iS zonos |t| < 1, kurioje teisingas tipo (19) jvertis, | zona |t| > 1 remiantis
tipo (20) lygtimi ir negadinant pastarojoje zonoje jvertio, analogi$ko jver&iui (19), buvo
detaliai iSnagrinétas autoriy darbuose [2] ir [5], todél $io peréjimo nekartosime.

Kadangi metrika Ao yra invariantiné daugiklio at¥vilgiu, tai i3 nelygybes (19), teisin-
gos visiems realiems ¢, gauname jverti (5).
Lieka i$nagrinéti atvejj (8). Jei Ve € [0,1/4)

U=inf{|f(t)] :t< o0} > (1+vVI—4€)/2>1-2,
tai i§ salygy f(t) = Re f(t) ir f(0) = 1 iSplaukia, kad

f®)2(1+vV1-4e)/2>1-2¢, VteRL
O tai reigkia, kad

z\o(X , ]I) < 2¢,

kur T paZymétas iSsigimes nulyje atsitiktinis dydis (jo charakteristiné funkcija visoje t
aSyje yra lygi 1).
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Pagaliau pastebésime, kad jei € > 1/4, tai visada galima parinkti C taip, kad teore-
mos teiginys (5) biity teisingas. IS tiesy, lengva pastebéti, kad bet kuriems atsitiktiniams
dydiiams W1 ir W2

M (W1, W) < 2.

Apibrézkime C taip:
C(1/4)% =2, ty, C=21*%

Akivaizdu, kad taip apibréZus C, jvertis (5) teisingas visiems € > 1/4, nes
Ceb = 214268 3 91+25(1 /)% _ o,

Teorema jrodyta.
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On the stability of one characterization of the stable distributions

O. Yanushkevichiene, R. Yanushkevichius

As early as 1923, Georg Pélya wrote: “The Gaussian error law possesses the property that it
remains valid under a linear combination of errors. The Gaussian error law can be characterized
by this property to some extent — it is the only law that admits steadiness with respect to linear
combinations of errors”. The idea of using linear combinations of i.i.d. random variables to cha-
racterize the stable distributions has been extended by P. Lévy. We investigate the stability of this
characterization.



