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Ivadas

Raidéemis N, R,C Zymésime natiiraliyjy, realiyjy ir kompleksiniy skaiCiy aibes. Sim-
boliais ¢;,7 = 0,1,..., Zymésime absoliuCias konstantas. Aibés A elementy skailiy
Zymésime |A|.

Sakysime, kad polinomas yra normuotas, jeigu jo vyriausias koeficientas lygus 1. F,
yra baigtinis skaiCiy kiinas, ¢ia ¢ = p®, p yra pirminis, o € N. Raide M mes Zymime
normuoty polinomy, vir§ baigtinio skai¢iy kiino Fy, pusgrupe, kurioje apibréZta polinomy
daugybos operacija. Vienetinis $ios pusgrupés elementas yra nulinio laipsnio polinomas
f = 1. Simboliu P,, ¢ M, n € N Zymésime normuoty neredukuojamy n-ojo laipsnio
polinomy, aib¢, P — normuoti neredukuojami polionomai.

Polinomo a € M laipsni Zymésime simboliu 8(a).

Kiekvienas a € M vieninteliu budu uZraSomas taip:

a = Hpa(p),
P

Cia p yra neredukuojamas normuotas polinomas, a(p) polinomo p kartotinumas a skaidi-
nyje. Zinoma, kad kokie bebiity a, b € M, yra teisingas sarysis:

d(ab) = 8(a) + 8(b), Va,be M.

Be to
[{a € M;8(a) = n}| = q™

Normuotus pusgrupés M polinomus Zymésime raidémis a, b, e, d.

Sakysime, kad polinomas a lygsta polinomui e moduliu b (a = e mod b), jeigu egzis-
tuoja polinomas d toks, kad teisinga lygybe: a = e + db. Simboliu 7(m; b, a) Zymésime
normuoty, neredukuojamy polinomy, kuriy laipsnis d(p) = m € N ir kurie lygsta poli-
nomui a moduliu b, skaiéiy.

PaZymékime:

p(a) = #{b e M;d(a) = (), (a,b) =1}.
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Yra Zinoma, kad jeigu p € P, tai p(p) = q%) — 1. Be to, kiekvienam a € M teisinga
lygybe:

o(a) =° @] (1 - qal(p) )

pla

AiSku, kad ¢(a), a € M yra multiplikatyvi funkcija.
PaZymékime:

Qm = {p+1;p€ Pm}'
M. Car [1] irodé toki teigini;:

1 lema. Tarkime, kad a,b € M, (a,b) = 1. Tada

1 q™ m
w(m;b,a) — : <(1+0(b))g=.
(msb0) — —5- 1) < 1+ 0(0)
Be to
qm zqm/2 qm | |
- < m < R 1
= <Qml < (1)
kaim e N.
Rezultatas

Bet kokiam a € Q,,, apibréZkime

2
fla) = Zf(p), A(l) = Z qa{:o()p_)_ 1’ B(l) = Z qa{p)(zi) 1

pla a(p)<i 9(p) <l

Be to S(m) = g™ /m.
Teisinga tokia

Teorema. Tarkime, kad a € (0,2). Tada egzistuoja realus skaitius ¢ = c(c), su kuriuo
teisinga nelygybe:

1 N 1/
(57 X 17(@) — A(m) ) <cBm. @

a€Qm

| tolygiai visoms funkcijoms f : Q,, — C.
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[rodymas. Pazymékime

Y. flp) it gla)= D [l

pla pla
8(p)<em . d(p)>em

Cia € < 1/2. I§ pradZiy tarkime, kad Va € Q,, f(a) > 0. Naudodami ¢, nelygybe,
nagrinéjamg (2) sumga ivertinkime taip:

S @) - Am)|* < c(a) T |an(a) — Afem)|°

a€EQnm a€Qm
a) Y |g2(a) — A(m) + A(em)|* =: ¢(a)(S1 + S2), 3)

a€Qm
Cia c¢(a) = max{1,2%"1}.
n 1/
Pastebésime, kad funkcija h(a) = (1 /n > :cz) yra nemazéjanti, zx > 0, todel

k=1
h(a) < h(2).
[vertinkime (3) reiskinio pirmaja suma, naudodami minétaja h(ca) savybe. Turime

Sl < Z |gl(a)—A(5m)|2

a€Qm ' |
= Y @@)*-2 3 ni@Alem) + S(m)4*(em). 4)
a€EQm a€Qm

Ivertinsime (4) lygybés pirmaji démeni. Remdamiesi 1 lema galime tvirtinti, kad

> g¥a) = Z( 2 f(zo))2< 2, fe )1

a€Qnm a€Qm a(pT;'gem 9(p)sem et o, p

2 ) fO)f() Y 1< Sm){cB(em) + Aem)}, rpe P (5)
9(p)<em a€EQm
8(r)gem a=0 mod (pr)

p#rT

Nagrinésime (4) reiskinio antraji démenij. Naudodamiesi 1 lema, Ko$i-Buniakovskio ne-
lygybe, bei 3.1 lema (Zr. [3]) gauname, kad

Alem) Y gi(a) > S(m)A*(em) — S(m)B?(em)y/meIn(em)q~m(1-9)/2,
a€Qm

Naudodami pastaraja bei (5) nelygybes, (4) reiskini jvertiname taip:

S1 < c15(m)B?%(em). (6)
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Nagrinésime (3) reiSkinio antraji démenj So. Naudodamiesi Ca nelygybe, bei sarysiu
(1) gauname tokj jverti:

) Y gE@+ ¥ 18) 5,

a€Qm em<(p)<m a€Qm

a)(agm 95 (a) + O(%—Ba(m))). (7)

[vertinsime paskutiniojo reiSkinio suma, esancia deSinéje puséje. I§ pradZiy parodysime,
kad bet kokiam fiksuotam [ € N ir fiksuotam skailiui £ < 0.5, teisinga nelygybe:

m\ |
_ o(p)(1=1), 1(, . _ i
S = Z q ﬂ.(m: l,p)<c2(m)° (8)
em<d(p)sm

Tarkime, kad k;, bet kokie, nenulinio laipsnio polinomai. PaZymékime

N(miky, ... k) =) ¢°@0Y, (9

Cia simboliu ) | Zymime suma, kurioje sumuojama neredukuojamy polinomy p, k;p €
Qm visiems ¢ € {1, ...,1}, laipsniais O(p) tokiais, kad em < 8(p) < m.
Naudodami (9) lygybe, (8) reidkinio kairiosios pusés suma jvertiname taip:

S < Z N(m;ky, ..., k). (10)
1<8(k1)<... <8(ki) <(1—€)m

Simboliu p(d) paZymékime liekany klasiy a mod d, kurios yra lyginio

z
H ia — 1) = 0(modd),

sprendiniai, skaidiy.
PaZymékime

Atkreipsime démesi, kad jei p yra neredukuojamas polinomas, turintis savybes d(p) >
l+1Ap fK, tai p(p) =1 + 1.
Parinkime r € R tokiu bidu: [ + 1 < r < em/2. Tegu

P, = H D.

1+1<O8(p)r
pK
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Kaip paprastai, tu$ia sandauga lygi vienetui. Tarkime, kad a € M, 8(a) < m. Tada

N(m; ki,..., kl) < Z qa(a)(l—l) — q(m—a(kz))(l-l) Z 1.

8(a)=m-8(k;) 8(a)=m-8(k;)
(t(a),Pr)=1 (t(a), Pr)=1

Pastebésime, kad

Ag:= Z 1 =q¢™ %@ p(d).

8(a)=m
t(a)=0( mod d)

Pasinaudoj¢ 5.4 lema (Zr. [3]), kai Lr < em, gauname tokia nelygybe:

!
qm C3 l+1}
N(m;ky, ... k) < — | Zex — ). (11)
(m; ky 1) (qa(kz)m>m p{ ;}; 72®)
1+1<8(p)gr
PaZyméje

T(ky) = > {5l

O(k1)<...<9(ki-1)<0(k:)

(11) nelygybe perrafome tokiu biidu:

N(m;kl,...,kl) <C4( qm )l-:L Z T(k) . (12)

Nagrinésime reigkini T'(k;). Matome, kad

T(k) < > exp{ > ;:(;}

O(k1)<...<8(ki-1)<8(k1) PI(K/D(ki-1)

[ +1
X Z exp { Z qa(p) } = Tl ) TZ) (13)

O(ki-1)<0(ki) p|D(ki-1)

¢ia
-2
D(ki—1) = ki1 H (ki—1.— k).
1=1

Visy pirma jvertinsime suma 7T,. Naudodamiesi akivaizdZia nelygybe t;...t,_; <
tll—l +--.+tf:i, t;€ RTY,i=1...,1 -1, gauname, kad

-2
=Y 3 ep{ T Ll gt (14)
2 = ; p qa(p) x 65 .

1=0 O(ki—1)<0(ky) plkp 1V
pPl(ki—1—k;)
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(13) rei$kinio suma 77 galime jvertinti tokiu biidu:

i} [+ 1)~
Ti < cogl-Do0 3 ( qa(l) | (15)
d\k;

Remdamiesi (14) ir (15) jverciais, bei (12) ir (13) nelygybémis gauname, kad

Y N(m;ky, ..., k)

1<8(k1)<...<8(ki)<em

<07(2Tj)z_1_ f: (I +1)~@ 3 1 <c8(£)l.

a(d a(td) =
m a(d)=1 ¢° B(t)ziem—a(d)q m

IS paskutiniosios nelygybés bei (9) lygybés iplaukia (8) nelygybé.
Nagrinésime (7) nelygybe. Tarkime, kad | € NV. PaZymékime 8 = 2(1 — 1/1). Tada,
l-1=08/(2-0)irl=2/(2-B).

Turime, kad
Z |92(a)|ﬂ < Cg Z fﬂ(p)w(m; ~1,p) =: Ss.
e€Qm em<9(p)<m

Taikydami Holderio nelygybe su rodikliais 8 = 2/ ir B2 = 2/(2 — B) gau-
name toki sumos 53 jverti:

2(p)\""? 5(p)B/(2—B).2/(2—B) 2=0)/2
Ss3 S( Z W) Z (q P T (m;—l,p))

em<8(p)<m em<o(p)<m

< c10BP(m)SP (m).

Tarkime, kad 0 < o < 2 bet koks pasirinktas skai¢ius. Tuomet egzistuoja skaicius [ € N
toks, kad a < 5. Bet tada

(505 & gs(a))”a (3 X gS(a))lmsan(m»

a€Qm

Naudodamiesi paskutiniuoju jver&iu, (7) ir (6) nelygybémis, i§ (3) gauname teoremos
irodyma, kai f(a) > 0.

Jeigu funkcija f € R, igyja abieju Zenkly reik§mes, mes apibréZiame funkcija
f*(p) = max{xf(p), 0}. Tada

(f(a) — A(m))® < 2(f*(a) — A*(m))? + 2(f~(a) — A~ (m))*.

Jeigu funkcija f € C, tai atskyre funkcijos realiasias ir menamasias dalis elgiamés auks-
Ciau apraSytu badu.
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The Kubilius inequality in tje polynomial semigroup
G. Bareikis

Let P be a set of primary irreducible polynomials and @m = {p+ 1;p € P,9(p) = m}.
Kubilius inequality for additive functions f : Q. — C is proved.



