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Pastaba apie Rymano &-funkcija
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1. Ivadas

Tegu s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija pusplokituméje
o > 1 apibréziama Dirichlet eilute

() =3 —,
m=1

ir analiziSkai pratesiama i visa kompleksine plok3tuma, i§skyrus taska s = 1, kuriame ji
turi poliy. Rymano &-funkcija vadinama

£(s) = gs(s = 1)r=0(3)¢(s),

kur I'(s) Zymi Oilerio gama funkcija. Gerai Zinoma ([3]), kad &£(s) yra sveikoji pirmos
eilés funkcija, reali realioje adyje ir jai galioja funkciné lygtis

£(s) =£(1 —s).

Garsioji Rymano hipotezé (RH) skelbia, kad visi netriviallis ¢(s) nuliai guli tieséje
o = 1/2. Rymano hipotezé ekvivalenti taip vadinamai pozityvumo salygai:

2(£2) >0, o>l

(pladiau apie tai Ziareéti [1], [2]):
Zinoma, kad ([1],[2])

%(i((ss))) >0, kaio>1.

Tegul
L §'(o+it)) |
h(o) '_mf{%(g(a—}-it) 1 —00 < t < 00 .
Lagarias [2], gavo toki rezultata.

*Darbas remiamas »Jaunesniojo mokslininko stipendijos*.
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Teorema A.

ho) = S99 ai o> 10,

ir pastaroji lygybé teisinga visiems o > 1/2, jei galioja RH.

Mes irodysime tokia teorema.
Teorema. Jei o > 4.5, tai

2. Teoremos irodymas

Tegul ¢ = (3 + iy Zymi netrivialy Rymano funkcijos nuli. Toliau naudojamus Rymano
dzeta funkcijuy teorijos faktus, jei nepasakyta kitaip, galima rasti Titchmarsh [3] mono-
grafijoje.

1 lema. Tegul t # 0 ir v # 0. Nelygybé

1 N 1 S 2 (1)
o+ ({E+1? oG+ (-7 od+
teisinga tada ir tik tada, jei
3v% > o2 + 12, (2)

Be to, jei bent viena nelygybé tampa lygybe, tai ir kita.

[rodymas. Kadangi v # 0, tai (1) nelygybés deSinés pusés vardiklis néra lygus nuliui.
Jei kairés pusés bent vienas vardiklis lygus nuliui, sakysime kad nelygybé (1) teisinga.
Kitu atveju, padauging i$ vardikliy, gauname, kad nelygybé (1) ekvivalenti nelygybei

(05 +7%)(205 + 2t* +29%) > 2(05 + (t +7)*)(03 + (t — 1)?).
Suprastine gauname
3v°t? > o2t? + 4.

Kadangi t # 0, padaline i3 ¢ gausime (2). Pakartoje visus Zingsnius atvirkscia tvarka i3
(2) gausime (1).
2lema. Jei 1 < o < 10, tai nelygybé
/ q /
(£t o
§(o +it) ¢(o)

galioja visiems 0 < |t| < 21.

3)
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Irodymas. Kiekvienam netrivialiam {(s) nuliui ¢ = 8 + i+, turime |y| > 14.134.
Imkime 09 = o — 3. Zinoma, kad 0 < 3 < 1, todeél

3v? > 3(14)% > (10)% + (21)2 = 541 > 02 + 12,

taigi (1) teisinga su grieZtu nelygybés Zenklu. Zinoma, kad

£'(s) ( ) ( 1 1 1)
=b+ = + -+ R-) + ba

¢(s) Z o 2 s—o s—@0 0

v>0
kur b yra reali konstanta. I§ ¢ia ir 1 lemos gauname

2(55) = O T (o * e oo

>0
§'(o)

> 00 Y ot L R+ =55

v>0 v>0

Lema jrodyta.
3lema. Jei o > 4.5ir |t| > 21, tai
/ q /
%(E (0+ft)) S &)
§(o +1t) 3C)
[rodymas. Tai yra 3.6 lema i§ Lagarias [2].

(4)

Teoremos irodymas. Kai o > 10, teoremos tvirtinimas iSplaukia i teoremos A. I3

2 lemos gauname teoremag srityje 4.5 <
10,
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A note on the Riemann £-function

R. Garunkstis
We prove that for o > 4.5,

. ¢ (o + it) €( )

This improves the result obtained by Lagarias.




