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1. IZanga ir rezultatai

Daugelis kombinatoriniy 7 didumo struktiiry suskai&iavimo bei funkcijy, apibrézty to-
kiose struktiirose, sumavimo uZdaviniy susiveda i funkcijos, turingios specifini pavidala

F(y) =) fay" = H(y)exp { > %y’} =: H(y)exp {L(y)},
n=1 Jj=1

n-ojo Tayloro koeficiento f,, asimptotikos tyrima. Cia H(y) bei L(y) — analizines srityje
|yl < 1 funkcijos. Be to, kai |y| = 1, funkcija H(y) yra ir tolygiai diferencijuojama
(vadinkime tai ,,salyga (H)“), o L(y) turi ypatingyjy tasky. UZdavinys néra sudétingas,
jei abi funkcijos yra analiziSkai pratesiamos $io apskritimo i¥oréje. [2] ir véliau publi-
kuotuose darbuose galima rasti panagiy $ios problemos sprendimo varianty. Kai lyl =1
yra natiirali pratgsimo riba, tenka ieSkoti kity metody. Kai kuriais atvejais galima taikyti
tauberines teoremas [4]. Deja, jose, kaip ir B.L.J. Braaksmos ir D. Starko [1] pagrindi-
niame rezultate nebuvo liekamujy nariy iver&iy. Minéta uZdavini, keldamas individua-
lias salygas koeficientams a; su visais pakankamai dideliais 7, neseniai nagringjo H.-K.
Hwangas [3]. Jis nepastebéjo miisy [6] straipsnio, kuriame buvo atskleista bendry vi-
durkiniy salygy panaudojimo galimybé. Dabar, plétodami 3ia pastarojo darbo idéja, mes
iStiriame, kaip a; pasiskirstymas aritmetinése progresijose itakoja koeficienty f,, elgesi.
Taikydami gaut analizini rezultata, apibendriname ir patiksliname Kkartotiniy n svorio
aibiy skai&iaus asimptotika, gauta [5] straipsnyje.

Tarkime, kad egzistuoja tokios kompleksinés konstantos y, € R, s = 0, . .. ,m—1,
kad koeficientai a; tenkina salyga

m~1

Yo N dai—v) = on), lp(n)] < g"r(n). )

$=0 1<ign

i=s(m)
Cia g > 1 - konstanta. Nykstamai maZ¢janti funkcija r(n) yra tokia, kad f1°° %‘ﬂdu <
€1 < 00. PaZymékime:

m—1 y] m—1 m—1
=Y ¥ L+3 Po) 6= Hoen | P},
8=0 =0

izl 8 8=0
j=a(m)
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m—1

=TI -w)™, Wily) =1 - )W),
=0
1 -1
- Z 7€k E(m) =€ =e*™™ meN,
s=0

n oo
1 r(u (l, kal a > 0,
R(n) := max {r(n), ~ /r(u) du,/—(u) d“}’ at = {0 kai a<0.
1 n

Tegu, be to, max|y|<1 (|H()| + |H'(¥)]) =: c2,0 maxogkgm—19x| =

1 teorema. Jei patenkintos (H) ir (1) sqlygos ir n — oo, tai

m-1 — _
fo= Z G F)wi(€ )Ekn %14 po(n),

= INC7Y)

R*(n) = BR(n) max {n(m"’l)+ min { logn, |1 — §Rl9k|_1}}.

Cia ir véliau dydis B yra apré$tas konstanta, priklausanéia tik nuo ¢y, ¢z, c3 ir q.

Nagrinékime kartotiniy n svorio aibiy skaitiaus asimptotika. Tegu P —aibé elementy
su apibréZta svoriy funkcija § : P — N. Tarkime, jog egzistuojam € N, ¢ > 1,7, € R,
s=0,...,m—1tokie, kad 7(j) := [{p € P : 6(p) = 5}| = 7a¢? /i + 1a(3), jei
Jj= s(m) ir n5(7) patenkina salyga

m-—1

|Z > jm(j)| < ¢*r(n). @)

8=0 1<ji<n

J=a(m)
Ciar : [1,00) = R* — monotoni¥kai maZéjanti funkcija, tenkinanti 1 teoremos salyga.
Kartotiné n svorio aibé yra elementy i§ P rinkinys su galimu pasikartojimu toks, kad jo

elementy svoriy suma yra n. Pa¥ymékime p(n) tokiy aibiy skaitiy bei p(0) = 1. Tiksli
formule

= T H( )+k—1)

kp,onkn20  j=1
1k1+--+nkn=n

yra labai nepatogi, todél reikia ieSkoti sekos p(n) asimptotiky, kai Zinomos 7(j) savybés.
Seky p(n) ir m(j) generuojantias funkcijas jungia sarysis (Zr. [5])

i\—n(3) _ OOH(zk) . z
Zp JI—[ll—z) ()-exp{z p }—.K(z)en(),

n=0 k=1
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o0

O(z) =) n(j)
j=1

ISlaikydami kitus 1 teoremos Zymenis ir ja pritaike, gauname toki rezultata.

2 teorema. Jei m(j) patenkina (2) sqlyga, tai

N Ok — —k m-—1 ]
o(n) = 4" ka P e (T T nie )

s=0 j21
j=a(m)

[I 0-e"+rMm.

ogigm-1
1%k

Irodymui pakanka pritaikyti 1 teorema su a; = jg~In(j), L(y) = II(g~y) ir
H(y) = K(q~1y).

Kaim =1,v > 1,irr(n) = n~¢ ¢ > 0, tokia asimptotiné formulé i¥plaukia i¥
3 teiginio, suformuluoto [3] H.-K. Hwango darbo 465 psl. Lygindami galime pastebeti,
kad miisy 1 teorema leidZia nagrinéti atvejus, kai 7 () reikmes priklauso nuo argumento
buvimo aritmetinése progresijose. Be to, galime imti Zymiai lé€iau nykstamas funkcijas
(n), netgi (logn)~27¢,& > 0.

2. 1 teoremos jrodymas

1 lema.
m—1 yn m—1 9
e"P{ PIETDY ‘;;} = [ t-9") ™ =w).
=0 ";.3(:“) k=0

[rodymas. Pakanka pasinaudoti lygybe
1 k 1, kai n=s(m),
R DR

Lema irodyta.

2 lema. I5 (1) sqlygos srityje |y| < 1 isplaukia lygybé

-1

ZP(y)-L Z% ¥ 7

8=0 8=0 i21
j=s(m)
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7 d v d
y Y Yy au
<log ) / p(u / p(u) eyl ?3)
1

Lema irodoma taikant dalinj sumavima.
Pazymékime r = exp{-n~1},7 = argy.

3 lema. Tarkime, kad yra patenkintos (H) ir (1) sqlygos. Tada:

1. G(y) yra analiziné srityje |y| < 1.

2. Kai |ly| =, tai G(y) = B ir G'(y) = BnR(n).

3.Kaily| =rir|T+27k/m| < € < m/m, tai G(y) = G(§ %)+ B|1 —y¢*|nR(n) +
BR(n).

{rodymas. 1-2. Pirmieji du lemos tvirtinimai i¥plaukia i§ funkcijos G(y) i%raiskos (3)
formulés pagalba, (H) salygos ir 2 lemos i§vados. Nagrinédami i§vesting, pasinaudojame
iverdiais:

m-—1 m—1
e { 3 Put) - > Ps(s-k)},
s=0
-1
Z P,(y) = B/|p u)ly + Bnr(n) = BnR(n).

s=0

3. Pasinaudoje (3), nagrinéjame skirtuma

k
ZP (v) - Z Py(¢* log— Mo+logg—- My + My +1og§-— E(n).
s=0 8=0
Cia
Mo=/p(U)£—du=B M1=/p( )gidu—Bll—yE"InR(n)
ug® ’ ugy
1 1

= ku
My = [ o)t du = Bj1 -yt

1
7P(")——du+ / p(U)y———fi u

n

< é-—ku
/ p(u)—-———a———- du = BR(n).
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Kadangi H(y) = H(£7%) + B|1 — y¢¥|, tai i¥ pastarujy samprotavimy iSplaukia
paskutinis lemos tvirtinimas. 3 lema irodyta.
Patogumo délei paZymékime

Di(y) : = (Cy)Wi(y) — GEFWi(£7%)) (1 — yeF) %
= F(y) — GE™*)Wi(67%)(1 — ye*)~?*.

4lema. 1. Kai |y| = 7 ir |7 4+ 2rk/m| < n~Y, tai Dx(y) = BR(n)|1 — y&*|~R%%,
2.Kaily| = rirn~! <|r4+2nk/m| < € < 7/m, tai Dy (y) = B|1 —y&*|1"®%nR(n)
bei D (y) = B|1 — y¢*|"®*nR(n).

Irodymas. 1. Funkcijos H(y) ir Wi (y) yra analizinés ant kontiiro |y| = r. Pasinaudoje
(H) salyga ir 3 lemoje gauta funkcijos G(y) i¥raitka, kiekvienam k $ioje srityje gauname
G(y) = G(¢67%) + BR(n) ir Wi (y) = Wi(67*) + B|1 — y&¥|. Tai irodo pirmaji 4 lemos
teigini.
2.Kain~! < |7 + 27k/m| < ¢, vertindami Dy (y), pasinaudojame lygybe G(y) =

G(€7%) + B|1 — y£*|nR(n). Lieka Sioje srityje ivertinti funkcija D, % (v). Diferencijuo-
dami gauname Dy (y) = A; +A2 + Az == Wi (y)G(y) (1 — y€*) ~%% + Wi (y)G' (v) (1 —
YEF )~ + (Wi (y)G(y) — Wi (67%)G(67F)) €01 (1 — y&*)~P*—1 I§ &ia 3 lemos jverdiy
deéka igplaukia:

A =Bl - y&kl-Re’ﬁk’ Ap = BnR(n)|1 — y§k|_Rw",
A3 = BnR(n)Il _ yEkl—Re‘ﬂk .
Lema irodyta.

Toliau taikysime Ko8i integraling formule. Integravimo kontiira padalinkime j inter-
valus

A = {y ly| =, |T+ 21rk/m| e< 7r/m} A= {y ly| = ,.} \Um_—lAk

Tada
_ 1 F(y)
fo=5— / i W
lyl=r .
m—1
F (y) 1 / F(y)
= — dy =:
Z 2mi / = *om gt Y kz_(:) Jk + BR(n), 4)
a -

kadangi, integruodami dalimis ir panaudodami 3 lemos jvercius, gauname

1 [F(y)
2mi J yn+!
A

B B B B
dy = Zmax|F)|+ 2 [ IFG)Iav = 2 +ZnR(n) = BR(w.
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Dabar, prisiming funkcijos D (y) apibréZima, galime uZradyti:

GEWi(E™™) dy De(y)dy _
e = 2mi / n+1(1 — ygk)ox + / U Ex + E.
k Ak
Irodysime, kad
E = BR(n)'n(g’w"'l)+ min{logn, |1 — RI,| "} )

I§ tikryjy, vertindami integrala E ta A kontiiro dalimi, kurioje |7 + 2mk/m| < 1/n,
panaudodami 4 lema, po pakeitimo w = y§ k gauname jvertj

BR(n) I1 = w|~®%%|dw| = BR(n)n™" . % — BR(n)n®1,

I9w|<1/n
Kai 1/n < |1 + 2mk/m| < ¢, tai vél panaudodami Dy (y) ir Dy (y) ivertius, gauname

ax|D
|m|<el k(y)|

n

B €
+2 [1Duwier

1/n
€

= BR(n)n®%~* 1. BR(n) / |1 —y|"®*dr

1/n
€

= BR(n)n(sw“—l)+ + BR(n) / 7 RO%kqr
1/n
= BR(n)n®%=D" 4 BR(n)n®**~1" min{logn, |1 — RIx|~}.

Todél yra teisinga (5) formule.
Tegu A = {y: |y| =} \ Ak. Apskaitiuojame integrala

Ex = (-ké‘:;k k)( / /) n+1(1_y€k)

ly|l=r

n . - n + 19]: - B

= emaetme (" v
E"’"G(E YW (€~ *)nd 1

I'(Ik)

+ Bn®2 4 g. (6)

Tad dabar i8 (5) ir (6) iplaukia reikalingi Jj iverciai, kuriuos istate i (4) formule bei
sumuodami pagal k, gauname norima tvirtinima. Teorema jrodyta.
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An analytic problem in combinatorial structures

E. Manstavi&ius, R. Skrabuténas

An asymptotical formula for the Taylor coefficients of the generating series appearing in com-
binatorics is obtained. It is applied to derive a formula for the number of multisets of increasing
weight.



