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Pilnoji metrika trukiy funkcijy erdvéje

Rimas BANYS (VGTU)
el. pastas: ulijona@takas.lt

Pafymékime D = DJ0,1] gerai Zinoma erdve funkciju, apibréZty intervale [0,1],
kurios yra tolydZios i¥ deSinés ir turi ribas i¥ kairés. Sioje erdvéje apibréSime dvi metrikas:
jeiz,y € D tai

sta,s) = jaf { sup Jo(6) = vOO) + p IN0) -1l

ir

g M) 220

d(z,y) = jnf { sup |z(t) — y(A(®))] +sup
0<tg1

2

kur apatinis ré%is imamas pagal visas tolydZias didéjancias funkcijas A, apibréZtas inter-
vale [0,1], kurios tenkina salygas A(0) = 0 ir A(1) = 1. Tokiy funkcijy aibg Zymésime A.
Metrikos s ir d yra ekvivalen&ios, o (D, d) yra pilna separabeli metriné erdvé. Topologija,
kurig generuoja metrikos s ir d, vadinama Skorochodo topologija (Zr. [1]).

Funkcijos z € D svyravima intervale [a, b) C [0, 1] Zymésime w_[a, b), t.y.

we[a,b) = sup {Ja(s) — 2(t)| s, € [a,5)}
Jeiz € Dir0 < 6 <1, paZymékime

/
w, (5) %gfi 1n<l?2(r wz[tz—ly 1)1

kur apatinis réZis imamas pagal visus baigtinius intervalo [0, 1] ta8ky rinkinius {t;}, ten-
kinangjus salygas

O=to<ti <...<t, =1
ti—tio1>6, i=1,...,7

Apibrézkime funkcija mq (u) = w’,(e¥), kai u < 0, ir mz(u) = wj(1), kai u > 0. Si

funkcija yra nemaZéjanti ir tolydi i¥ de§inés visoje skai€iy tieséje.
Kiekvienam o > 0 paZymékime

[o o]
D, = {:r eD: / mg(u)e” ¥ du < oo}.
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Panaudodami erdvées D metrikas s ir d, ivesime erdvéje D,, dvi ekvivalenéias metri-
kas, kurios yra stipresnés negu metrikos s ir d. Jei z,y € Dy, apibréSime

sa(:c,y) = s(:z:, y) + La(:‘L‘,y)
ir

da(xay) = d(:z:,y) + La(it,y),

kur
o0
La(ey) = [ Imau) = my(w)]e""du
—00
Kadangi L, yra metrika, tai so ir d, taip pat yra metrikos. Akivaizdu, kad jos yra

ekvivalen&ios ir stipresnés negu atitinkamai metrikos s ir d.

Teorema 1. (Da,do) yra pilna separcbili rietriné erdve.

Irodymas. Irodysime, kad metrika dq yra pilnoji. Tarkime, kad z,, € Do, n = 1,2,...,
yra d,-fundamentali seka. Kadangi d yra pilnoji metrika, tai egzistuoja funkcijaz € D
tokia, kad d(zn, ) — 0 (n — 00). Kadangi seka T,, yra d-kompaktiska, tai (Zr. [1])

. 12 - 0
lim supw, (6)
arba, ekvivalentidkai,

lim supmg,(u) =0.
u——00 pn

Todél z € Dy ir

lim / (e () — M ()] €™ = 0.

n—oo
|3

Vadinasi, do(Zn, ) — 0 (n — o). Erdves pilnumas jrodytas.

Erdvés (D, dqo) separabilumui .'\rody.ti pakanka pastebéti, kad funkcijos, igyjan&ios
racionalias reikdmes intervaluose [:=1, %), i = 1,...,n,n > 1, sudaro $ios erdvés
separante.

Teorema 2. Erdvés (Da,dq) poaibis A turi kompaktiskq uidarini tada ir tik tada, kai

sup sup |z(t)| < o0 ‘
zeg tPl ()l 6))

ir
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a——0o0 z€EA

lim sup/mz(u)e_"‘“du=0. 2)

[rodymas. Jei teoremos salygos patenkintos, tai A yra salyginai kompaktiska erdveje
(D, d) (Zr. [1]). Todél i¥ kiekvienos sekos , € A, n = 1,2,...,, galima i§skirti kon-
verguojanti erdvéje (D, d) poseki ... Jei . konverguoja i z, t.y., d(z, /) — O, tai i§
(2) i8plaukia, kad £ € D, ir Lo (, zn/) — 0. Vadinasi, d(z, zn/) — 0. Teoremos salygu
pakankamumas jrodytas. o

Trodysime biitinuma. Jei aibé A yra salyginai kompaktiska erdvéje (D, do), tai ji yra
salyginai kompaktiska ir erdvéje (D, d), kadangi metrika d yra silpnesné negu d,. Todél
(1) turi biiti patenkinta. Jei nebiity patenkinta (2), tai egzistuoty skaiiy seka a, — —oo,
seka z,, € A ir skaiius € > 0 tokie, kad galioty nelygybés

/ me, (u)e *du>e, n=12,.... 3)

—00

I§ sekos ., idrinke poseki z,,/, konverguojanti i kokia nors funkcija z € D, gautume
lygybe

(o]

lim |ma,, (u) — me(u)le™*du = 0.
n’—o0 b
—00

Bet kadangi = € D,, pastaroji lygybeé prietarauja (3). Taigi bitinumas taip pat irodytas.

Erdvés D, Borelio aibiy o-algebra B, sutampa su o-algebra, kuria generuoja atvaiz-
d¥iai m, : z — z(t),0 < t < 1 (r [2], Lema 3.1). Dar daugiau, nesunku jsitikinti,
kad erdveje D,, galioja ir stipresnis tvirtinimas, analogiSkai kaip ir erdvéje D (Zr. [1],
Teorema 14.5), kurj dabar suformuluosime. Jei T' € [0, 1], paZymékime Fr aibés D,
poaibiy algebra, kurig sudaro aibés m;, .1..t,,(B)» kur k yra bet koks natiralusis skai&ius,
t; e T,i = 1,...,k B yra k-matés euklidinés erdvés Borelio aibe, 0 m¢,. ¢, (z) =
(z(t1),...,z(tk)), T € Dq.

Teorema 3. Jei {1} € T ir T yra tirsta intervale [0,1], tai Fr generuoja erdvés Dy
Borelio aibiy o-algebrq B,.
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Complete metric in the space of discontinuous functions

R. Banys

Complete metrics in the subspaces Da, @ > 0 of D[0,1] which were introduced in [2] are
given. These metrics are equivalent to the metrics do defined in [2] and are stronger than the well-
known metric d in D[0,1] givenin [1].



