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1. Ivadas

Atsitiktiniai skai¢iai naudojami skaitiniuose metoduose, gamtiniy ir sociologiniy rei§-
kiniy modeliavime, sprendimo priémimo metoduose, kompiuteriniuose Zaidimuose ir
kt. ., Tikri* atsitiktiniai skaiiai gaunami fiziniais signalu generatoriais, kurie naudoja
natiralius atsitiktiniy triuk¥my altinius (elektroniniy prietaisy triuk¥mus, radioaktyvy
skilima ir t.t.). Programi$kai kompiuterinémis programomis generuojami atsitiktiniai
skaitiai vadinami pseudo-atsitiktiniais skaitiais. Praktika rodo, kad nuo atsitiktiniy
skai&iy kokybeés tiesiogiai priklauso gaunami rezultatai. Todél pseudo-atsitiktiniy skai-
&iu generatoriai yra testuojami, tatiau nustatyti, ar seka atsitiktiné néra paprasta. Prakti-
koje atsitiktiniy dydZiy generavimui daZniausiai yra naudojamos statistinés programinés
sistemos (statistiniai paketai). Siuo metu pagal Tarptautinio statistikos instituto duome-
nis, statistiniy pakety skai¢ius artéja prie 1000. Lietuvoje yra populiaris statistiniai pa-
ketai Statistica, Statgraphics, SPSS, SAS. Visi $ie paketai turi neparametrini modul su
pseudo-atsitiktiniy skai¢iy generavimo procediiromis. Taiau daZnai testuojant pseudo-
atsitiktiniy skaiiy seka, sugeneruota pagal pasirinkta pasiskirstymo désni, pavyzdZiui,
eksponentini, pasirodo, kad ios sekos savybés neatitinka nurodyto pasiskirstymo désnio.
Siame darbe analizuojamos ir lyginamos pseudo-atsitiktiniy skaiCiy sekos, gautos statis-
tiniy pakety pagalba. '

2. Pseudo-atsitiktiniy skaitiu generatoriai

I§ esmés kompiuteriniy programy skai¢iavimo rezultatai yra determinuoti ir nauja rezul-
tata galime gauti tik pakeitus programos duomenis. Vis délto yra imanoma, kad kompiu-
teris atspausdinty skai&iy seka {u (i)}, kuri pagal standartinius statistinius testus atrodyty
esanti nepriklausomy atsitiktiniy dydZiu seka. Algoritmai, kurie sukuria tokius skaicius,
vadinami pseudo-atsitiktiniy skai¢iy generatoriais. Paprastai tokie generatoriai yra reku-
rentiniai:

Uy = d(ui—hu‘i—2a ceey u‘i-p)' (1)

NurodZius pradines reik§mes ug, t—1, ..., ¥—p+1, blisimas reikSmes apibréZia funkcija d.
Kadangi kompiuterio skai&iuojamy reik¥miy aibé yra baigtine, pseudo-atsitiktiniy skaiciy
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generatoriai sukuria cikli$kai pasikartojanéias reik§mes. Pasirinkdamas funkcija d, var-
totojas tuo padiu pasirenka ir im&iy erdve, kurios kiekvienas elementas yra ciklo seka.
Pagrindinis uZdavinys yra rasti tokia funkcija d, kuriai atitikty ir im¢iy erdvé su reikia-
momis savybémis, ir kad pradiniy reik¥miy o, ©_1, ..., u_p+1 parinkimas biity lengvas
ir paprastas. Labiausiai paplites yra Lehmer tiesinis kongruentinis generatorius, kurio pa-
vidalas

u; = (au;—1 + ¢)mod(m), | 2)

ir multiplikatyvinis kongruentinis generatorius, kuris yra atskiras tiesinio kongruentinio
generatoriaus atvejis, kai ¢ = 0. Salia privalumy, 3ie generatoriai turi eilg trikiimy. Pag-
rindinis triikumas yra tas, kad sugeneruotas k-matis vektorius

Ui 1y Uit 2s - - - Uitk 3)

gali padengti tik mk tinklo tasky k -matéje erdvéje. O blogiausia, kad padengti taskai guli
ne daugiau kaip (k!m)1/k hiperplokstumose. Kuo k didesnis ir m maZesnis, tuo ribos
siauresnés [1]. Pastaraisiais metais buvo pasiiilyta keletas naujo tipo atsitiktiniy skailiy
generatoriy, tokiy, kaip inversinis kongruentinis generatorius

u; = (a(ui-1)"" + ¢)mod (m) _ 4)
ir Tausworthe atgalinio ry$io-poslinkio-kaupimo generatorius apibréZiamas lygtimi
Ui = (Clui—l + coui—2 + +cpui—p)m°d(2)7 (%)

kur ¢;, ¢3, ..., ¢p yra dvejetainiai ir ¢, = 1.

Generatoriy pasirinkima daZniausiai apsprendZia programinés jrangos kiiréjai. Net jei
vartotojas ir gali pasirinkti, tai §is pasirinkimas galimas tik i salyginai maZos generatoriy
aibés. Programinés jrangos dokumentacijoje paprastai nenurodoma, koks generatoriaus
algoritmas yra naudojamas.

3. Pseudo-atsitiktiniy skaitiy seku, sugeneruoty statistiniais paketais Statistica,
Statgraphics, SPSS, SAS savybiy tyrimas

Kaip Zinoma, pseudo-atsitiktiniai dydZiai generuojami dviem etapais: 1) gaunami tolygiai
vienetiniame intervale pasiskirste atsitiktiniai dydZiai; 2) $ie atsitiktiniai dydZiai transfor-
muojami j atsitiktinius dydZius su pageidaujama pasiskirstymo funkcija. Kadangi visi
tikimybiniai skirstiniai yra gaunami i§ tolygaus intervale [0, 1], tai $iame darbe apsiri-
bosime tolygiai pasiskirsCiusiy vienetinime intervale seky tyrimu. Reikia pripaZinti, kad
$iuo metu statistiné hipoteziy apie procesy atsitiktinuma tikrinimo teorija néra pakan-
kamai gerai i§vystyta, ypal alternatyvy atZvilgiu. Nustatyti, ar seka atsitiktiné, yra gana
sudétinga. Paprastai §iam tikslui yra naudojami x? arba Kolmogorovo-Smirnovo kriteri-
jai, kurie leidZia nustatyti ar stebimi daZniai atitinka tiriama pasiskirtymo désni (nuline
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hipotezé) ir serijy kriterijus, tikrinintis nuling hipotezg apie atsitiktini sekos pobiidi. Siuos
kriterijus ir panaudosime statistiniais paketais sugeneruoty seky analizei.

Tyrimui buvo panaudota po desimt pseudo-atsitiktiniy skai¢iuy seky ilgio N =
100, 500, 1000 ir 5000, gauty statistiniais paketais Statistica’98, Statgraphics 2.1, SPSS
6.1.3, SAS 6.12. Nupie3us gauty dydZiy pory vaizdus, pastebimas ju jungimasis i krei-
ves. Kadangi gauti vaizdai buvo panagis visy ilgiy sugeneruotoms sekoms, parodysime
tik dvimagius vaizdus pseudo-atsitiktiniy dydZiy (ui, ui-1), ¢ = 2,4, 6, ... gauty skirtin-
gais paketais esant sekos ilgiui N = 500.

STATISTICA, N=500 STATGRAPHICS, N= 500

08 4
06 1
0.4 1
02

1 pav. Dvimatiai pseudo-atsitiktiniai dydZiai (u, ui-1), i = 2,4, 6, ...,
gauti skirtingais statistiniais paketais.

1 lentelé
x? kriterijaus reik¥mingumo lygmeny aritmetiniai vidurkiai ivairiems seky ilgiams N.

Imties dydis N Statistica ~ Statgraphics SPSS SAS

100 0.3857  0.34153 0.44 0.4423
500 04762  0.6801 037043  0.4155
1000 03719 07512 0.4475 0.52645
5000 0.6742  0.9892 040834  0.5537

Toliau tikrinama nuliné hipotezé Hy apie sugeneruoty seky tolygu pasiskirstyma in-
tervale [0, 1]. Visi keturi &ia tiriami paketai turi po du suderinamumo kriterijus: X2 ir
Kolmogorovo-Smirnovo, kuriuo ieSkomas didZiausias absoliutus skirtumas tarp stebi-
mos ir teorinés pasiskirstymo funkcijos. Mes naudosimés x? kriterijumi. Kiekvienai se-
kai buvo suskai&iuotos x? kriterijaus rei§mes ir jas atitinkantis reik$mingumo lygmuo p.
Skai¢iavimas buvo atliktas paketu Statistica’98. Grupavimo intervaly skai€ius buvo pa-
liktas toks, koki, parinkdavo 3is paketas. Kai N = 100, buvo grupuota i 10 intervaly, kai
N = 500, 1000 ir 5000 grupuota i 22 intervalus. Po to i§ deSimties kiekvieno ilgio seky
buvo surasti x? kriterijaus reik§mingumo lygmens p aritmetiniai vidurkiai (1 lentelé).
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Akivaizdu, kad hipotezés Ho atmesti negalime. Kai seky ilgiai N =100, 500 ar 1000
kriterijaus x? iverdiai yra panaSaus dv<dZio. Isisikiria tik Statgraphics 2.1 paketu gauta
vidutiné reik¥me 0.9892 kai N = 5000. Kadangi §ios sekos dar bus tiriamos toliau, $ios
reik§meés atsiradimo prieZastis galéty paaidketi véliau.

Kad nustatyti, ar reik§mingi skirtumai tarp skirtingais statistiniais paketais generuo-
jamy pseudo-atsitiktinius dydZiu, turime patikrinti nuling hipoteze, kad Sias sekas atitin-
kan&iy kriterijaus x? reik¥miy aritmetiniai vidurkiai yra vienodi, t.y.:

UStatistica = MStatgraphics = KSPSS = HSAS- (6)

Tyrimui panaudosime dispersinés analizés metoda. Tiksliausi dispersinés analizés re-
zultatai gaunami, kai tiriamos imtys yra normaliai pasiskirsCiusi ir turi vienodas disper-
sijas. Miisy atveju Zinome, kad imtis pasiskirs¢iusi pagal x? désni, o dispersijos yra vie-
nodos, visais atvejais sumuojant buvo laikomasi vienodo intervalo skaiCiaus, tuo paciu ir
df — laisveés laipsniy skai€ius yra toks pat, 0 x? skirstinio dispersija yra 2df. Zinoma, kad
dispersineés analizés kriterijus yra gana robastinis imties pasiskirstymo désnio atZvilgiu
ir nukrypimai nuo normalikumo neturi didelés itakos rezultaty tikslumui [2]. Skailia-
vimus atliksime statistinio paketo Statistica’98 moduliu ANOVA. PradZioje tirsime hi-
poteze kad, esant vienodam sekos ilgiai, visu seky kriterijaus x2 reik§més turi ta pati
vidurki. Dispersinés analizés rezultatai pateikti 2 lentel¢je.

2 lentele
Pseudo-atsitiktiniy dydZiy seky, sugeneruoty statistiniais paketais Statistica’98, Statgraphics 2.1, SPSS 6.1.3,
SAS 6.12 dispersinés analizés rezultatai.

Sekosilgis N F kriterijaus reikimé¢  Reik¥mingumo lygmuo p

100 0.63 0.60
500 2.67 0.06
1000 4.1 0.013
5000 9.85 0.00007
3 lentele

Pseudo-atsitiktiniy dydZiy seky, sugeneruoy statistiniais paketais Statistica’98, SPSS 6.1.3, SAS 6.12
dispersinés analizs rezultatai (be Statgraphics 2.1).

Sekosilgis N F kriterijaus reikSmé  Reik$mingumo lygmuo p

100 0.22 0.802
500 0.92 0.408
1000 0.72 0.49

5000 0.58 0.566
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Kaip matome i$ dispersinés analizés rezultaty, esant sekos ilgis N = 1000 ir reiks-
mingumo lygmeniui p = 0.05 negalime teigti, kad visy seky kriterijaus x? reik¥miy
aritmetiniai vidurkiai yra vienodi. Kai sekos ilgis N = 5000, tikimybe, kad hipotezé
teisinga sumaéja iki 0.00007. Matome, kad i3 visy sugeneruoty seky iSsiskiria sekos,
generuotos Statgraphics paketu. Patikrinkime, ar pasikeis dispersinés analizés rezultatai,
atmetus sekas, generuotas Statgraphics paketu (3 lentelé).

I§ rezultaty, pateikty 3 lenteléje matome, kad sekas, sugeneruotas statistiniais pake-
tais Statistica’98, SPSS 6.1.3, SAS 6.12, galima laikyti turinias vienodus kriterijaus x2
reik¥miy aritmetinius vidurkius. Taigi, i§ visy seky i3siskiria tik statistiniu paketu Stat-
graphics 2.1 generuotos sekos ir tik kai sekos ilgis didesnis uZ 500.

Jeigu manome, kad rezultatai galéjo biiti iskraipyti todél, kad tiriamos sekos pasiskirs-
Ciusios pagal x2, o ne pagal normalujj désnj, gautus rezultatus galima patikrinti ranginiu
Kruskal-Wallis kriterijumi (paketas SPSS). §iuo kriterijumi gauti rezultatai maZai skiriasi
nuo dispersinés analizés rezultaty (4, 5 lentelés).

4 lentelé
Pseudo-atsitiktiniy dydZiy seky, sugeneruoty statistiniais paketais Statistica’98, Statgraphics 2.1, SPSS 6.1.3,
SAS 6.12 Kruskal-Wallis kriterijaus rezultatai.

Sekos ilgis N Kruskal-Wallis kriterijaus reiksmé  ReikSmingumo lygmuo p

100 0.64 0.89

500 7.11 0.068

1000 10.87 0.0124

5000 22.61 0.0000
5 lentelé

Wald-Wolfowitz runs kriterijaus reik$mingumo lygmeny aritmetiniai vidurkiai ivairiems seky ilgiams N.

Imties dydis N Statistica  Statgraphics SPSS  SAS

100 0.627 0.550 4844 0474
500 0.497 0.605 0.564  0.491
1000 0.497 0.552 0373 0.682
5000 0.506 0.545 0506 0.391

Generuoty seky atstiktinumo tyrimui buvo panaudotas plaliausiai paplites Wald-
Wolfowitz serijy (runs) kriterijus. Sis kriterijus realizuotas daugelyje statistiniy pakety.
5 lenteléje pateikti Wald-Wolfowitz serijuy kriterijaus aritmetiniai vidurkiai. MaZiausias
vidutinis patikimumo lygmuo p yra 0.373, gautas tyriant sekas, sugeneruotas SPSS pa-
ketu. I§ gauty kriterijaus reik¥miy ir gana dideliy reikSmingumo lygmeniy p matome, kad
hipotezés apie seky atsitiktinuma atmesti negalime.
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Wald-Wolfowitz runs kriterijaus reik§més pasiskirs€iusios pagal normalyji désni,
taigi, tenkinamos visos prielaidos dispersinei analizei atlikti. Visais atvejais gauti dis-
persinés analizés rezultatai su gana dideliu reik§mingumo lygmeniu p (bendras vidutinis
reik§mingumo lygmuo p = 0.52) neleidZia atmesti nulinés hipotezés, kad visos sekos turi
panasius Wald-Wolfowitz runs kriterijaus reik$mingumo lygmeny aritmetinius vidurkius.

4. ISvados

1. Pseudo-atsitiktiniy skaiiy seky, gauty statistiniais paketais Statistica’98, Statgra-
phics 2.1, SPSS 6.1.3, SAS 6.12 skirstinio savybés buvo tiriamos x? kriterijumi.
Gauti rezultatai rodo, kad tolygaus intervale [0, 1] skirstinio savybes geriausiai ati-
tinka sekos, generuotos Statgraphics 2.1 statistiniu paketu ir tik esant pakankamai
ilgai sekai, kai jos ilgis N > 500.

2. I§ dispersinés analizés rezultaty galime teigti, kad pseudo-atsitiktiniy skailiy seky,
gauty statistiniais paketais Statistica’98, SPSS 6.1.3, SAS 6.12, tolygaus pasiskir-
tymo désnio intervale [0, 1] savybés yra panaSios ir maZai keitiasi, ilgéjant sekoms.

3. Generuoty seky atstiktinumo tyrimui buvo panaudotas Wald-Wolfowitz seriju kri-
terijus. Dispersinés analizés rezultatai su gana dideliu reikSmingumo lygmeniu p
(bendras vidutinis reik§mingumo lygmuo p = 0.52) neleidZia atmesti nulinés hipo-
tezés, kad visos sekos turi pana$ius Wald-Wolfowitz runs kriterijaus reik§mingumo
lygmeny aritmetinius vidurkius.

Literatiira

[1] D.P. Heyman and M.J. Sobel, Stochastic Models, North-Holland (1990).
[2] H. Kohler, Essentials of Statistics, Scott, Foresman and Company, Illinois (1988).

Quasi-random numbers in some statistical systems
V. Rudzkiené '

There are many ways to get random numbers. Some methods include making hardware devi-
ces that generate noise, observing cosmic ray flux and etc. Pseudo-random numbers come from
mathematical functions and algorithms that provides such numbers called pseudo-random gene-
rators. The generators chosen is often that provided by the software developer. The most popular
way for getting pseudo-random numbers is by statistical programming systems. In Lithuania these
statistical systems are in use: Statistica, Statgraphics, SAS, SPSS. Statistical properties of random
sequences, generated by these statistical systems, are investigated in this paper.



