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Ivadas

Sis straipsnis yra darbo [3] tesinys. Jame nagrinéjamas neparametrinis branduolinis pasi-
skirstymo tankio jvertinimo metodas. Siekiama sukurti automatizuota pasiskirstymo tan-
kio jvertinimo procediira, kuri dirbty be vartotojo pagalbos (parametry parinkimo ir pan.).
Nagrinéjama jvercio parametry parinkimo procedira, kuri remiasi kryZminio patikrinimo
metodika. Aptariami modeliavimo biidu gauti rezultatai. Modeliavimui naudojami Gauso
skirstiniy mi$iniai.

Tiesioginio pakeitimo metodas

Siame skyriuje trumpai apraSomas tirtas branduolinio pasiskirstymo tankio ivertinimo
metodas. Detalesni metodo apra¥yma galite rasti straipsnyje [3].

Tegul turime nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy su pasiskirstymo funkcija f(z)
atsitiktiniy dydZiy imti X = (Xi,..., X,,). Tuomet branduolinj pasiskirstymo tankio
jverti ﬁ apibréSime

Fa(@) =n71 Y Kn(X, - z), ()
t=1

1 Y
kur Kx(y) = ﬁK ( %) Cia h = h(z, X) - branduolio plogio funkcija, K (y) — branduo-

lio funkcija tenkinanti salyga [ K (y) dy = 1. Siame darbe buvo naudojama Jepani¢ni-
kovo branduolio funkcija.

Pagrindinis sunkumas, atsirandantis vertinant pasiskirstymo tanki, yra branduolio plo-
%io h parinkimas. Kaip parodé darbo [3] rezultatai, tikslinga branduolio plotj skaitiuoti
tiesioginio pakeitimo (angl. plug-in) metodu.

Paprastai branduolio plotj h siekiama parinkti taip, kad minimizuoty vidutine kvadra-
ting paklaida, t.y. ‘

hept(z) = argmin E(fa(z) ~ f(2))” = argmin (b3 (<) + o} (=)). @
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Cia by(z) - iverdio poslinkis, o o%(z) ivertio dispersija. Kadangi tikrosios ivertio pos-
linkio ir dispresijos reik¥més néra Zinomos, jos kei¢iamos ivertiais.
Darbe buvo naudojamas dispersijos ivertis,

i(n) = 22,

= / K*(y) dy, 3)
kuris gaunamas i§ asimptotiniy pasiskirstymo tankio jver&io savybiy (Zr. [3]).
Branduolinio pasiskirstymo tankio jver¢io (1) poslinkis yra

bu(z) = Efa(z) - f(z) = / [f(z + hy) — £()] K () dy. @

Norint gauti tankio jverio poslinkio iverti, tiesiog neZinoma pasiskirstymo tankio funk-
cijos reik§mé iSraiskoje (4) keiCiame jos yvertiu, ir pointegraliniame reikinyje panaudo-
jamas modulis (motyvacija Zr. [3]):

Bral) = / |Falz + hy) - Fa@)| K@) dy, A = A(h). )

Remiantis (2), (3), (4) apibréZkime tiesioginio pakeitimo metodo branduolio plotio
jverti

hpr = argmin [63(2) + B agn (@)]. ©)

Iverdio kokybei pagerinti buvo papildomai naudojamos glodinimo ir multiplikatyvaus
poslinkio sumaZinimo procediiros, kurios iame straipsnyje nebus aptariamos.

Apibré¥dami {verti dar nepaminéjome, kokia turi biti funkcija A (k). [2] siiloma nau-
doti A(h) > h. I§ asimptotiniy pasiskirstymo tankio iver&io savybiu seka, kad naudotina
nelygybé A(h) > cih, kur konstanta ck priklauso nuo branduolio funkcijos K parin-
kimo (detaliau %r. [3]). Siame darbe buvo naudojama tokia A i3raitka

A(h) = ackh, M

kur o — jvertio parametras, kurj reikia parinkti, o naudotam Jepani¢nikovo branduoliui
ck ~ 1.54.

Parametry parinkimas taikant kryZminj patikrinima

Vienas i§ populiariy parametry parinkimo metody naudojamy pasiskirstymo tankio
ivertinime yra kryZminio patikrinimo (angl. cross-validation) metodas. DaZniausiai
iver&io efektyvumui nusakyti naudojamos vidutinés kvadratinés paklaidos, todél labiau-
siai paplito maZiausiy kvadraty kryZminio patikrinimo metodas. Jis minimizuoja nuo-
stoliy funkcijg €2 = E||f — f||2. Tatiau toks metodas turi trikumy — i nuostoliy funkcija
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priklauso nuo mastelio parametro. Tai ypa& svarbu vertinant miiniy tankius, kai mi%inius
sudaro klasteriai su labai skirtingomis glodumo savybémis. Sio triikumo neturi metodai
paremti nuostoliy &, = E|| f — f||; erdvéje L, jvertinimu, taiau tokius nuostolius sunku
jvertinti. '

Todeél siilome naudoti tokia nuostoliy funkcija

co=n| LA -

Si nuostoliy funkcija yra nepriklausoma nuo mastelio parametro ir gali biti nesun-
kiai jvertinta (Zr. [3]). Modifikuoto kryZminio patikrinimo metodo parametro jvertj
apibréZzkime:

+oo,§ n =~
a* = arg rrgnEA(a) = argrrgn ( j;“(—gc))dm - ;2;2 %}E);—:')t)) ()
t=1

—00

Cia g(z) — koks nors pasiskirstymo tankio jvertis, 0 Fulzlt) pasiskirstymo tankio jvertis
taSke z, apskaiiuotas i¥metus stebéjima X;. Tankio jverdio parametro o (Zr. (7)) parin-
kimas, panaudojant $ia kryZminio patikrinimo metodo modifikacija, buvo tiriamas imita-
cinio modeliavimo btidu.

Branduolio plo€io parinkimas taikant kryZminj patikrinimg

Ankstesniame skyriuje buvo aptartas kryZminio patikrinimo metodas skirtas parametrui
parinkti. TaZiau 3i metoda galima taikyti ir branduolio plo&iui h(z) parinkti. Tokia idéja
yra apraSyta straipsnyje [1]. Sitilomas toks algoritmas:

1) fiksuojamas z aSies tinklelis z, . . ., Zp;
2) funkcija h(z) apibréZiama kaip splainas einantis per ta¥kus
(.’B], hl), ey (.’Bp, hp), ty. h(.’l:) = h(z, hy,..., hp);
3) ha, ..., hp parenkami taip, kad minimizuoty pasirinkta nuostoliy funkcija.

Siame algoritme hy, . . ., hy, atlieka daugiamatio parametro vaidmeni. Pazyméje o =
(h1,...,hp), galime taikyti kryZminio patikrinimo metoda, nusakyta formule (9), pasi-
skirstymo tankio iver&io branduolio plo&iui rasti.

Eksperimentinis tyrimas

Ankstesniuose skyriuose apraSyti iver&iai buvo tirti Monte-Karlo biidu. Toks tyrimo me-
todas sudaré galimybes i¥matuoti tikrasias pasiskirstymo tankiy jverdiy paklaidas, nes
generuojamy dydZiy pasiskirstymo tankis buvo Zinomas. Tyrimui buvo naudojami Gauso
skirstiniy miSiniai. Ypa¥ akcentuojami rezultatai gauti naudojant miSinius, kuriy kompo-
neniy glodumas yra skirtingas, nes biitent 3iuo atveju yra tikslinga naudoti adaptyvius
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branduolinius pasiskirstymo tankio iver¢ius, t.y. jver&ius, kurie gaunami naudojant skir-
tinga branduolio ploti h skirtingoms argumento x reik§méms. Tiriamy iveriy tikslumas
buvo matuojamas erdviy L, ir L, metrikose.

Parameto ivertinimo rezultatai

Siame poskyryje aptariami rezultatai gauti bandant parametra, o (Zr. formule (7)) parinkti
modifikuotu kryZminio patikrinimo bidu. Gauty iver&iy paklaidos lyginamos su neblogus
rezultatus duodancia fiksuota parametro reik¥me o = 1.

Nors [2] yra siiiloma naudoti A(k) > h, o i§ asimptotiniy tankio iverlio savybiy
seka, kad o > 1 (Zr. formulg (7)), ta%iau modeliavimo rezultatai rodo, kad abi $ios
salygos nebiitinai turi biiti tenkinamos. Beveik visais tirtais atvejais tankio ivertis buvo
netikslus, kai o > 1.4 ir paklaidos greitai augdavo didéjant o reik§mei. Tuo tarpu gana
daZnai geriausi rezultatai buvo gaunami naudojant o reik¥mes maZesnes uz 1, o kartais
paklaidas pavykdavo minimizuoti, net prie tokiy maZy reik¥miy, kaip pvz., « = 0.2.
Vienas i¥ tokiy atvejy pateiktas grafike (1 pav.).

0,0 02 04 06 0,8 1,0 1,2 14 18 1.8
1 pav. Pasiskirstymo tankio jvertio paklaidos erdvés L1 metrikos prasme (iStisin¢ linija) ir
nepriklausandios nuo mastelio paklaidos € 4 jver&io (punktyrin¢ linija) priklausomybé nuo parametro o.

Apibendrinant galima teigti, kad:

~ 80% atveju o parinkimas modifikuotu kryZminio patikrinimo metodu sumaZino pa-
klaidas vidutini¥kai 10%, kartais iki 30%;

—20% atveju papildoma a parinkimo procediira padidino paklaidas 20-25%, kartais
iki 60%.

Matome, kad parametro parinkimo procediira néra stabili, kaip neretai atsitinka su
sudétingomis statistinémis procediiromis.

Pateiktame grafike matome viena minimizuojamos funkcijos £4 pavyzdj ir tikrasias
L, paklaidy reiksmes. Grafikai yra pakankamai panaiis. Tai rodo, kad $iuo atveju paklai-



294 M. Kavaliauskas

dos €4 ivertis neblogai atspindi paklaida L; metrikos prasme. Minimizuojama funkcija
turi keleta lokaliy minimumy, kas sukelia papildomy sunkumy ie$kant minimumo tasko.

Buvo pastebeta, kad iverti galima padaryti Siek tiek stabilesniu, jeigu ieSkosime ne
globalaus minimumo, o didZiausio lokalaus minimumo srityje o < 1.5, tatiau $iuo atveju
Siek tiek nukentia jvertio kokybé. Pastebésime, kad [2] autorius, taikydamas maZiausiy
kvadraty kryZminio patikrinimo metoda, taip pat siiilo naudoti didZiausia lokaly mini-
muma. Be to, modeliavimo tyrimai parodé, kad daZnai didZiausias lokalaus minimumo
taskas yra arti reik§més a = 1. Vienas tokiy atvejy yra pavaizduotas grafike. Kadangi
naudojant reik¥me¢ o = 1 gaunami pakankamai stabiliis rezultatai, tai natiiralu, kad ir
didZiausio lokalaus minimumo ie8kojimas, kai & < 1.5, padarys a parinkimo procediira
stabilesne. '

Prakti¥kai bandant panaudoti $j metoda reikia atsiZvelgti ir i metodo skaiCiavimo
laika, kuris iSauga. Ypa¢ jeigu bandoma minimizuoti pagal dideli o tasky kieki.

Branduolio plo¢io parinkimo rezultatai

Bandymas parinkti branduolio ploti h(z) tiesiogiai taikant modifikuota kryZminio patik-
rinimo metoda nedavé gery rezultaty. Gauto pasiskirstymo tankio jver&io paklaidos buvo
apie 30% didesnés uZ tiesioginio pakeitimo ivertj apibré#ta (1), (6). Toks branduolio plo-
&io parinkimo metodas duodavo aiSkiai per maZas funkcijos h(x). Sios reikimes labiau
tinkamos naudoti, kaip apatinis apribojimas h(z) funkcijy reik§méms, negu kaip opti-
mali h(z) reik§me. Bandymas minimizuojant ieSkoti ne globalaus, o didZiausio lokalaus
minimumo taSko retai duodavo geresnius rezultatus, nes minimizuojant daugiamati pa-
rametra hy, ..., hp buvo naudojama cikliné procediira, kuri kiekviename Zingsnyje, dél
ir taip didZiulés skaiCiavimy apimties, minimizuodavo tik pagal keleta reik¥miy, o tokiu
atveju sunku rasti didZiausia lokaly minimuma.

I$vados

Modifikuotas kryZminio patikrinimo metodas duoda blogesnius rezultatus negu tiesiogi-
nio pakeitimo metodas, bandant ji tiesiogiai naudoti vertinant branduolio ploti h(z).

Modifikuotas kryZminio patikrinimo metodas yra tinkamas branduolio plo&io para-
metrui a vertinti, nes jo naudojimas Siek tiek pagerina pasiskirstymo tankio jver&io ko-
kybe. Siiillome taikyti $i metoda, jeigu ivert;o skaiiavimo laikas néra svarbus.

Branduolinio pasiskirstymo tankio tver¢io paklaidos metrikoje L,, prie a < 0.5, rei-
kalauja papildomo tyrimo, nes gauti modeliavimo rezultatai 3iek tiek prieStarauja teo-
rinéms iSvadoms, paremtomis asimptotine analize.
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Kernel distribution density estimation based on cross-validation
M. Kavaliauskas

The kemel density estimation procedure is proposed. Parameter selection method based on
cross-validation technique is analyzed. The results of investigation by simulation means are discus-
sed.



