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Dviejy asmeny nenulinés sumos laiko momento parinkimo lo§imuose be pusiausvyry,
analogisky toms, kurios egzistuoja nulinés sumos lo§imuose, biina kity — ,,atskiryjy* — pu-
siausvyry, Cia aptariama viena tokia pusiausvyry su baigtiniais sutampantiais spektrais
klasé. Sios pusiausvyros egzistuoja esant netolydiems branduoliams. Esant patenkintoms
tam tikroms branduoliy tolydumo salygoms, tokiy pusiausvyry sekos konverguoja i pu-
siausvyras.

Dviejy asmeny loSime abiejy lo$¢jy grynuyjy strategijy aibés yra vienetiniai intervalai
[0, 1], 0 i8logiai, esant situacijoms (z,y) € [0, 1] x [0, 1] yra reik¥més funkcijy

_ Ll(m’y)’ kai 0<z<<y<],
Ki(ey) = {Ml(x,y), A 0<y<z<l,

— L2(x1y)) kai 0€z<y<l,
KZ(x’y)_{M2(x’y)s ai 0<y<z<l,

P

P

paprastai vadinamy loSimo branduoliais.

Siame darbe reikalausime, kad branduoliai tenkinty tokias salygas:

a) funkcijos Ly, M didéja z-ui didéjant, kai y-ko reik§mé fiksuota,

b) L1(y,y) > Mi(1,y) visiems y € [0,1),

c) funkcijos Lo, M, didéja y-kui didéjant, kai z-so reik¥mé fiksuota,

d) Ma(z,z) > La(z,1) visiems z € [0, 1).

Taip apibréZtame loSime egzistuoja be galo daug (kontinuumas) pusiausvyry gryno-
mis strategijomis. Tiksliau kalbant, bet kokia sutampan&iy grynujy strategijy pora o = a,
Y% = a, a € [0, 1] yra NeXo pusiausvyra, nes nelygybés

Kl(a"a) 2 Kl(m)a), kai z€ [07 1]7
K3(a,a) > K»(a,y), kai ye€(0,1],

Yyra teisingos, kai salygos a), b), ), d) yra i$pildytos.

Esant tokiai pusiausvyrai I-ojo lo¥&jo i3losis yra Ki(a, a) = L,(a, a), o II-ojo i¥loSis
yra Ks(a,a) = M;(a,a). Galimi atvejai, kai vienam lo¥¢jui geresné pusiausvyra (a, a)
negu pusiausvyra (b, b), o kitam atvirk§¢iai. IeSkant bido derinti loS¢jy interesus, nati-
ralu i§tyrinéti tokias NeSo pusiausvyras, kuriose abu loS¢jai su teigiamomis tikimybémis



330 D. SadZinte

naudoty tas dvi grynasias strategijas. Zinoma, jeigu tokios pusiausvyros egzistuoja. Tokiy
miSriy strategijy spektrai Sy ir S, abiems loséjams sutapty: S; = S, = {a, b}.
Nustatysime biitinas ir pakankamas tokiy pusiausvyry egzistavimo salygas.
IeSkomos pusiausvyros (X, Y) strategijas paymékime X = (,1—a),Y = (8,1
B). Ciaa, B yra tikimybes, su kuriomis I ir II lo3¢jas renkasi grynaja strategijaa, 01 —a,
1 — 3 yra tikimybés, su kuriomis jie renkasi strategija b. -
Tuomet bitinos ir pakankamos salygos, kad (Xo, Yo) biity NeSo pusiausvyra loSimo
pletinyje, kai strategijos misrios, yra $ios:

Ki(a,Yo) = K1(b,Yo) =v (paZymime), (¢))
Ki(z,Y0) <v, kai z€l0;1], 2
K3(Xo,a) = K3(Xo,b) = w (paZymime), 3)
K2(Xo,y) <w, Kkai y €0, 1]. (4)

(éié v ir w yra atitinkamai I-ojo ir II-ojo lo¥ejy i3losiai situacijoje (Xo, Yo)).

1 teorema. Kokie bebity a € [0,1], b € [0,1], a < b, egzistuoja ir yra vienintelé misriy
strategijy pora (Xo, Yy), tenkinanti (1) ir (3) sqlygas.

{rodymas. I$spresime lygti
Ki(a,Y) = K1(b,Y),
ty.
B-Li(a,a) + (1= ) - Li(a,b) = B- My (b, a) + (1 - B)Lx (b, b).
Kadangi, esant patenkintom a), b) salygoms yra teisingos nelygybés
Ly(b,b) — Li(a,b) >0, Ly(a,a) — M(b,a) >0,

tai 8i lygtis turi vienintelj sprendinj

,BO — Ll (b’ b)_ Ll (0'7 b)
Ly(b,b) — Ly(a,b) + L1 (a,a) — Mi(b,a)’

tenkinanti ir salyga 0 < B < 1. Taigi, vienintelé strategija
Ly(b,b) — Ly(a,b)
Ly(b,b) — Ly(a,d) + Ly(a, a) — My (b,a)’

Ly(a,a) — M;(b,a)
Ll(b, b) - Ll(a, b) + Ll(a, a) - Ml(b, a))

Yo=(ﬂo,1—ﬁo)=(

)

tenkina (1) salyga.
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Analogi¥kai, esant patenkintoms c), d) salygoms, lygtis
K>(X,a) = K2(X,b)
turi vieninteli sprendini

B Ma(b,b) — My(b, a)
%0 = My (b, b) — Ma(b, a) + Ma(a,a) — La(a,b)’

Tas sprendinys tenkina salyga 0 < ap < 1. Taip parodome, kad strategija
M;(b,b) — M2(b, a)
M, (b, b) - Mg(b, a) + Mz(a, a) - Lz(a, b) !

M;(a,a) — La(a,b) )
M; (b, b) — M2(b, a) + Ma(a, a) — La(a,b)

Xo = (00,1 —ap) = (

yra vienintelé miSrioji strategija, tenkinanti (3) salyga. Teorema jrodyta.
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(6)

2 teorema. Tarkime, kad a € [0,1)], b € [0,1], a < b ir branduoliai K1, K tenkina a),

b), c), d) sqlygas.

Tuomet 1 teoremoje surastos misriosios strategijos Xo = (ap, 1 —ap), Yo = (fo,1-

Bo) tenkina (2) ir (4) salygas tada ir tik tada, kai

Ll(a’a’) — Ml(b’ a’) > Ml(laa) — Ml(bv a)
Ll(b’ b) - Ll(aa b) - Ll(bs b) - Ml(17b) '

M;(a,a) — La(a,b) > L2(a,1) — Lo(a,b)
M;(b,b) — Ma(b,a) © My(b,b) — La(b, 1)

[rodymas. Strategija Y, tenkina (2) velygybe, jei

Bo - Li(z, a) + (1 = Bo) - La(z, b)

< Bo-Li(a,a) + (1 — Bo)L1(a,b), kai z€(0,a),
ﬂo-Ml(:B,a)+(1—ﬂo)L1($,b) '

< Bo-Mi(b,a) + (1 — Bo)L1(b,b), kai z € (a,d),
Bo - Mi(z,a) + (1 - o) My (z, b)

Sﬂo-Ml(b,a)-i-(l—ﬂo)Ll(b,b), kai x € (b, 1].

)]

@®

O]

(10)

11

Nelygybes (9) ir (10) yra teisingos, nes funkcijos Ly ir M, atitinkamuose intervaluose

didéja (salyga a)).

Kad biity teisinga (11) nelygybe, bitina, kad nelygybeé biity teisinga, kai z = 1, t.y.

Bo - (My(1,a) — My (b,a)) < (1 — Bo)(La(b,b) — Ma(1,b)).
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Si salyga yra ir pakankama, kad biity patenkinta nelygybé (11), nes Mi(z,a) ir
M, (z, b) intervale (b, 1] didéja. Ira3g atitinkamas (3 ir 1 — (3, reikmes, gauname

@M@—h@@ﬂ%&@—%&@)
Ll(b) b) - Ll(a" b) + Ll(a: a') - Ml(b’ a)

> (L1 (a,a) — M; (b, a)) (L1 (b, b) — M1, b))
~ Ly(b,b) — Li(a,b) + Ly (a, a) — Mi(b,a) °

Pastaroji nelygybe, kadangi L, (b, b)— L, (a, b) > 0, Ly(a,a)—-M, (b,a) > 0, My(1,a)—
M (b,a) > 0, Ly (b, b) — M, (1,b) > 0 (salyga b)) ekvivalenti (7). PanaSiai, remdamiesi
salygomis c), d), gauname, kad nelygybés

ang(a, b) + (1 - ao)Mz(b, b) Z2ap- Lg(a, 1) + (1 - ao)Lz(b, 1) (12)

i%pildymas yra bitina ir pakankama salyga, kad X, tenkinty (4) salyga. O nelygybei (12)
yra ekvivalenti (8). Teorema irodyta. :

Taigi, esant patenkintoms salygoms a), b), ©), d) ir (7), (8), egzistuoja ir yra vienin-
telé NeSo pusiausvyra Xo, Yo su spektrais $; = S, = {a, b}. Pusiausvyros strategijy
iSraiSkos pateiktos (5) ir (6) formulése. Pasinaudodami (1) ir (3) lygybemis, apskaitiuo-
jame lo3¢jy iloSius esant Siai pusiausvyrai:

_ L1 (a, a) : Ll(b, b) - Ll(a, b) . Ml(b, a)
* T Li6,5) — Li(,5) + L (a,a) = Mi(b,0)’

w= Mz(a, a) . Mz(b, b) - Mz(b, a) . Lz(a, b)
© My(b,b) — M;(b,e) + Ma(a,a) — La(a, b)’

(13)

(14

Aptarsime tokiy pusiausvyry seky konvergavima. '

Sakykime, kad skai¢iy poroms (an,b,), n = 1,2,.. -; tokioms, kad a, € [0,1],
bn € [0,1], an < by, yra patenkintos ir (7), (8) nelygybés. Tarkime, kad lima, =
a, limb, = b. Kadangi tuomet kiekvienai porai (an,b,) pagal 1, 2 teoremas atitinka
vienintelé NeSo pusiausvyra (X, Y,,) bei iSlofiai v, wy,:

Xn = (aml"‘an)

- (s Ma(ba,by) — Ma(bn, an)
M2(bn, bn) - M2(bm an) + M2(am an) - L2(am bn) ’
MZ(am an) — L2(am bn) (15)
Ma(bn, b)) — M3(bn,a,) + M;(ayn, ap) — L (an, br) '

Yn = (,Brn 1- ,Bn)
_ Ll(bny bn) - Ll(arubn)
- (Ll(bna bn) -1 (am bn) + Ll(am a-n) -M (bn, an)’
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Ll (am an) - Ml(brua'n) ) (16)
Ll (bn’ bﬂ) - Ll(aﬂa b‘n) + Ll(an) a'n) - Ml (bnyan) '
Vp = Ly(an,an) - L1(bn, bn) = L1(an, bn) - M1(bn, an) an
™ 7 Li(bn,bn) — L1(an, by) + L1(an,an) — Mi(bn,an)’
Wy = M2(a'm an) ! M2(bm bn) - Mz(bm an) : L2(am bn) 18)

Mz(bm bn) - MZ(bm an) + M2(aman) - L2(am bn)

galima analizuoti atitinkamy seky X, Y,, vn, wn konvergavimo klausimus. Jeigu jos
konverguoja, tai ar ribiniai vektoriai X, Y sudaro pusiausvyra, jos spektras biity {a, b}?
Ar ribinés vy, ir wy, reik§més yra ribinés pusiausvyros i§lo8iai?

Kadangi pusiausvyra su spektru {a, b} gali bti tik (Xo, Yo) (strategijos Xo, Yo yra
pateiktos (5), (6) formulémis), tai biitina, kad biity lim X,, = Xo, limY, = Yo. Sios
lygybes gali biiti teisingos ir esant funkcijoms Ly, M;, La, M3 netolydZioms. Tuomet
tam, kad ribinés strategijos sudaryty NeSo pusiausvyra, pakakty, kad ta¥kams a, b buty
teisingos (7) ir (8) nelygybés. To negalima uZtikrinti, kai Ly, My, L2, M2 néra tolydZios.

Kita vertus, kai Ly, My, Ly, M, yra tolydZios funkcijos, pusiausvyros (Xn,Yy,) ir
Vn, wy, konverguoja atitinkamai i (X,Y) ir v, w. Tatiau net tik funkcijos M(1,y) ar
Ly(z,1) netolydumas gali lemti, kad kuri nors i§ salygy (7) ar (8) nebus i3pildytos ir
ribinés strategijos nesudarys NeXo pusiausvyros.
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Nash equilibria — existence, uniqueness and convergence - in two
person non-zero games of timing

D. Sudziate

Special class of Nash equilibria with spectra S; = Sz = {a, b} is investigated in two person
non-zero games of timing.

The formulas of the existing and unique equilibria are derived when the kernels satisfy some
conditions of monotonicity and boundedness.

Possibilities of convergence of sequences of the equilibria when their spectra {an, b} con-
verge, are surveyd.



