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1. UZdavinio formulavimas

Nagrinésime uZdavini, apraSantj signalo judéjima $viesolaidZiu. Tokio proceso matema-
tinis modelis yra [2, 3]:

. 6'u, 1 82'u 2 .

15-2-+§5t-—2-+p|u|u+zau—0, » (l'l)
u(2,0) =0, u(z,T)=0, 0<z2<L,

u(0,t) = uo(t), 0<tgT,
&ia z yra $viesolaidZio aSiné koordinaté, ¢ yra laikas, o — energijos absorbcijos koefi-

cientas. Energijos nuostoliai yra kompensuojami periodi¥kai stiprinant signala taSkuose
Z =kAz

u(Z, t) = e*A%u(% — 0,1). (12)

2. Baigtiniy skiftﬁmu schema

Darbe [3] uZdavinys (1.1)=(1.2) buvo sprestas spektriniu metodu, darbe [2] buvo su-
konstruotos dvi baigtiniy skirtumy schemos, aproksimuojantios diferencialini uZdavini
(1.1)=(1.2). Pastarajame darbe buvo irodyta, kad abi baigtiniy skirtumy schemos yra sta-
bilios, kai sprend¥iame tiesing Sredingerio lygti su stiprinimo koeficientu. Siame darbe
irodysime, kad baigtiniy skirtumy schemos sprendinys konverguoja ir kai sprendZiame
netiesing lygti (1.1).

Srityje [0, Z] x [0, T') apibréZkime tolyguy diskretyji tinkla whr = wh X wr

wh={z": 2" = jh, j=1’2’._.’M’ 2M=L},
w1-={t,-:tj=j-r, j=1,2,”.’N_1’ tN=T}.

ApibréZiame nauja neZinoma funkcija v [2]:

v(2,t) = u(z, t)e*—%),



338 R. Ciegis, G. Kairyté, V. Pakalnyté

Cia Zi yra taSkas, kuriame stiprinamas signalas. Funkcija v tenkina udavinij

S 16% olz—3
— 4 2 —a(z=2k) |12y = .
162+2 5 +ue [v|*v =0, 2.1

v(z,0) =0, v(z,T)=0,

v(Zk, t) = u(Z, t).

Diferencialini uZdavini (2.1) aproksimuokime baigtiniy skirtumy schema

) 1 ni0.5 n+1|2 + |ym 20
iun + _2_3& + ooz a_,k)w_Iy =0, (22)
yo =0, yy =0, 2, € wy,

¥ =uo(t;), tj € ws.
UZdavinio (1.1)—~(1.2) sprendinio artinj apskai&iuojame naudodami formule

n _ —a(z"-%),n $a3 n s
wy =e ( )yj, Jei 2" < 2.

Cia panaudojome tokius Zymeéjimus

= Yit1 —Yi c= Y T Yim1
Y = T ) Y —
yh_yn+1_yn g—yn+l +yn

- R 2

3. Stabilumo analizé

Tirdami gautosios netiesinés baigtiniy skirtumy schemos stabiluma, modifikuosime darbe
(1] pasitilyta tyrimo schema. Nagrinékime du pagalbinius uZdavinius funkcijoms Y ir V

— 0 nt0.5 =
iyh b ’21'th + pe " -5)
2 2 2 2
+ Y + g2\ 9
(HEEEBE  PEEbD g -
),0=01 YN=0v
- 0 nt0.5 =
ivh - + %Vzt + pe (7T 5
w]? + v)? V2 + v\ o
(R g 02
Vo=0, Vy=0.

Toliau suformuluosime du rinkinius aprioriniy salygy:

(A) 90=9N=0, w0=wN=0’ '
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lwdl < C1, vl <C1, gl €2, lwill < Co
ir
(B) IVill<C2 Vi< Co,

Cia paZyméjome diskretiasias normas

N
2=, = ;
llys]| 2 YT lille = max_ u;]-

Tada teisingos tokios dvi lemos, apibréZiantios netiesinés baigtiniy skirtumy schemos
(2.2) stabiluma.

3.1 lema. Tarkime, kad Y ir V yra, atitinkamai, uZdaviniy (3.1) ir (3.2) sprendiniai ir
ispildytos salygos (A). Jeigu v = 1, tai teisingas ivertis:

|IYz = Vi]2 < (1 + Car)|lye — ve]|* + Carllge — wil|* + Cs7|Gll?, (33)

&ia konstantos Cs, Cu, ir Cs gali priklausyti nuo C1, C3, o, p, bet nepriklauso nuo T
irh.

Lema irodome nagrinédami u¥daviniy (3.1) ir (3.2) skirtuma, padaugindami gautaja
lygybe skaliariskai i¥ 27 (Y% + Vz;) ir imdami gautosios lygybés realiaja dali. Netiesinius
narius jvertiname naudodamiesi Sobolevo idéjimo teorema ||y||c < §||yz]| ir baigtiniy
skirtumy skai¢iavimo formulémis.

3.2 lema. Tarkime, kad i3pildytos Lemos 3.1 sqlygos ir papildomi aprioriniai {verCiai (B).
Jeiguy = 0ir 1 < 170 = 1/2C4, tai teisingas ivertis:

1Yz - Val|? < (1 + C7)llyz = wel® + Cr7lIGAll?, (34)

¢&ia konstantos Cg, C7, Cg nepriklauso nuo 7 ir h.

{rodymas. 3.1 lemoje imkime
g=Y, w=V.
Tada i§ (3.3) gauname nelygybe
(1 = Can)||Y = VAlI? < (1+ Car)lys — vil > + Cs7l|Gall*

Imdami 7 € 70 = 1/2C4, po nesudétingy pertvarkymy irodome reikalinga stabilumo
nelygybe (3.4), kurioje Cg = 2(C3 + C4), C7 = 2Cs.
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4. Baigtiniy skirtumy schemos (2.2) korektiskumas
Naudodamiesi 3.1 ir 3.2 lemy tvirtinimais galime i¥spresti visus pagrindinius netiesiniy

baigtiniy skirtumy schemy analizés uZdavinius.
Nagrinékime konservatyvy iteracini procesa

s 8 s—1 8
y-y 1 y+y —a(e sz | Y P+ 1y y+y
=< =0 .
= + 5 ( 2 )_ + pe 2 2 ) 4.1)
tt
kurio kiekviena iteracija tenkina energijos tvermés salyga ||§,';|| = ||y|].

Netiesinés baigtiniy skirtumy schemos (2.2) korekti¥kuma irodysime matematinés in-
dukcijos metodu. Tarkime, kad jau jrodyta, jog funkcija y tenkina apriorinius jver&ius
(A).

4.1lema. Jeigu 7 < 71 = min(1/Cs, 1/2C,), tai visi iteracijy sekos nariai yra tolygiai
aprézti:

llgzll < Cz = 2€1.
{rodymas. 3.1 lemoje imkime tokias funkcijas:
Y=9 g="3, V=v=w=0, G=0.
Tada i$ nelygybés (3.3) gauname jvertj
|l9:]12 < (1 + C37)C? + 4C4Cr.
Jeigur <71y = min(1/Cj3, 1/2C}), tai gauname lemos tvirtinima.

4.2 lema. Jeigu T < T, tai iteracijy seka, apibréita lygtimi (4.1), yra KoSy seka.

{rodymas. 3.1 lemoje imkime tokias funkcijas

Y=s-;bl, y=uv, g=V=§, w=s§1, G=0.
Tada i§ nelygybes (3.3) gauname jverti

1C8" - el < Carll - "5)aP < 1~ T

Lema jrodyta.
Pasinaudoj¢ Ko3y seky savybémis gauname, kad iteracijy seka konverguoja

Jm h =y, [zt <
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4.3 lema. Jeigu T < T4, tai baigtiniy skirtumy shema (2.2) turi vieninteli sprendini,

Irodymas. Tarkime, kad egzistuoja du sprendiniai y™+1 ir v™+!. Tada 3.2 lemoje imkime
tokias funkcijas

Y=y, y=¢", V=V y=4y* G=0.
I3 nelygybés (3.4) gauname jvertj

™ = o)< 0 =yt =omt,
Lema jrodyta.

Tirsime diskre&iojo sprendinio konvergavima.

4.4 lema. Jeigu T < Ty, tai teisingas toks baigtiniy skirtumy shemos (2.2) stabilumo
ivertis '

167 = w)ill € Ve ma ||

[rodymas. 3.2 lemoje imkime tokias funkcijas
Y=u", y=u*, V=y" y=y*, G=u,
Tada i¥ nelygybeés (3.4) gauname jvertj
| @™ = w™* [ < (1 + Com)l|(v™ — w)i]|? + Cor| |72

Lemos irodymas gaunamas rekurenti¥kai pritaikius 3ia nelygybe visiems diskregiojo
tinklo wy, tatkams 27, j=n+1,n,...,1.

Norint uZbaigti konvergavimo analize, lieka jvertinti baigtiniy skirtumy schemos (2.2)
aproksimacijos paklaida.

4.5 lema. Baigtiniy skirtumy schemos aproksimacijos paklaida tenkina ivert{

03+ < C(r* + b2).

{rodymas. Funkcija y; prateskime uZ tinklo w, riby nelyginiu bidu:

Y-1=-Y1, YN+1= —YN-1.

Tada baigtiniy skirtumy lygtis 2.3 yra teisinga ir kratiniuose taSkuose. Pasinaudoje
Teiloro skleidiniu su lickamuoju LagranZo nariu, gauname lemos tvirtinima.

Tokiu bidu irodéme $ia teorema.
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4.1 teorema. Jeigu T < 71, tai baigtiniy skirtumy schema (2.2) turi vieninteli sprendini,
kuri randame iteraciniu procesu (4.1), Sis diskretusis sprendinys konverguoja i diferen-
cialinio u¥davinio (2.1) sprendini ir teisingas toks tikslumo ivertis:

lly™ — ™| < C(r2 + h?). - 42)

Remdamiesi jver¢iu (4.2) irodome, kad pakankamai maZiems 7 < 7o, h < ko funk-
cija y™*! tenkina apriorinius jver&ius (A), todél matematinés indukcijos metodo irodymo
schema yra pilnai pagrista. -
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On nonlinear Schridinger problem with amplification process

R. Ciegis, G. Kairyté, V. Pakalnyte

In this paper we consider the nonlinear Schrédinger problem with amplification process. We de-
fine a new unknown function and derive a nonlinear equation for this function. Theoretical analysis
of a symmetrical finite difference scheme is given and the convergence is proved.



