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1. Ivadas

Diegiant pramonines technologijas daZnai yra svarbu tiksliai prognozuoti drégmes kon-
centracijos kitima medienoje. Sio darbo tikslas yra sukonstruoti nesalygi¥kai stabilia
maksimumo normoje baigtiniy skirtumy schema medienos drékinimo (dZiovinimo) uz-
daviniui spresti. Drégmés dinamika porinése medZiagose, t.y. difuzija, konvekcija, che-
miniy jung&iy procesai, §iy procesy saveika, ju priklausomybeé nuo temperatiiros, dar néra
iki galo ai%ki. Todél matematinio modelio parinkimas néra trivialus uZdavinys, kg rodo ir
ivairiose pastaryju mety publikacijose sililomy modeliy gausa.

ISskyrus tuos atvejus, kai procese veikia stiprios srovés, difuzija yra pagrindine
drégmeés dinamikos prieZastis. Daugelis autoriy [2, 3], tyrusiy medienos drékinimo uZ-
davinij, drégmés judéjima siiilo apraSyti vien tik difuzijos procesu, t.y. naudoti ilumos
laidumo lygti su netiesiniu difuzijos nariu. Akivaizdu, kad modelio tikslumas tada pri-
klauso nuo difuzijos funkcijos parinkimo. DaZniausiai yra naudojama eksponentiné difu-
zijos funkcija [3], tatiau yra pateikti ir kitokie pasitilymai [2].

Alternatyvus kelias yra i$plésti modeli, apra$ant ir kitus vykstan&ius procesus. Me-
diena yra poringa medZiaga, todél bendra drégmeés masés koncentracija yra iSskaidoma j
dvi dalis: drégmés masés koncentracija medienos ertmése ir drégmés masés koncentracija
medienos sienelése. Daroma prielaida, kad tarp abiejy i¥skirty terpiy vyksta drégmés apy-
kaita, o difuzijos procesas vyksta tik ertmése. Modifikuotame modelyje $ilumos laidumo
lygtis kei¢iama dviejy diferencialiniy lyggiy sistema. Toks modelio papildymas siiilomas
darbe [1]. Literatiiroje nagrinéjamas ir dar vienas medienos drékinimo proceso mate-
matinio modelio papildymas, jvertinantis ir konvekcijos procesa. Todél drégmés masés
koncentracijos ertmése kitima apra3anti lygtis papildoma perneSimo nariu. Pastebésime,
kad gautas matematinis modelis tinka platesnei uZdaviniy klasei. Pvz., ter§aly perne$imas
apraSomas tais patiais procesais, kaip ir medienos drékinimas [4].

Siame darbe yra formuluojamas diferencialinis uZdavinys, apibéZiantis pasirinkta ma-
tematini modeli, sudaroma baigtiniy skirtumy schema, aptariama jos aproksimacijos pa-
Klaida ir realizacija. Paskutiniame skirsnyje yra irodomas schemos nesalyginis stabilumas
maksimumo normoje ir gaunami diskretiojo sprendinio konvergavimo jver&iai.
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2. UZdavinio formulavimas

Nagrinéjame toki, procesa. Per abu medienos juostelés galus iteka drégmés srautai, Sie
srautai yra homogeniskai pasiskirst¢ visame drékinamame pavirSiuje. Juostelés Soniniai
pavirsiai yra izoliuoti. Juostelés ilgi laikome lygiu vienetui, o dydZiai, reifkiantys jos ploti
ir auk3ti, lyginant su ilgiu, yra labai maZi. Tokiu bidu uZtenka nagrinéti vienos erdvinés
dimensijos procesa.

Drégmeés masés koncentracija medienos ertmése Zymésime funkcija c, o sienelése -
funkcija s. Darome prielaida, kad tarp abiejy terpiu vyksta drégmés apykaita, o ertmése
dar vyksta difuzijos ir konvekcijos procesai. Gauname dviejy differencialiniy lyg¢iy sis-
temna:

fc 0 Oc Os
Os
Et-—p(lc s), 0<z<1, ‘ 22)

kur d(z) — difuzijos funkcija, daZnai priklausanti ir nuo drégmeés koncentracijos ertmése,

v — pernedimo koeficientas, p — masés perneSima i§ ertmiy i sieneles Zymintis koefi-

cientas, | — koeficientas, priklausantis nuo suminio potencialo (gary slégio, santykinés

drégmes, cheminio potencialo), m — poringumo koeficientas. .
Taip pat formuluojame pradines salygas:

c(0,z) = co, 3(0,z) = 30, 0<z<g1l 2.3)

Krastinés salygos uZduodamos taskuose z = 0 ir z = 1:

d(0) 52— ac(t O _ a(e(t,0) —Cl), @4)
Oc(t, 1) _ ,
— = 0, 2.5)

kur c; — drégmés koncentracija ertmése, pasickiama prisotinus mediena, o — drégmés
srauto, itekancio i juostele, stipruma Zymintis koeficientas.

I3 fizikiniy prielaidy gauname, kad v, p, I, a, g, c1, 8o — neneigiami koeficientai,
0<m<1,0<dy<d(z) <d;.
3. Baigtiniy skirtumy schema
ApibréZiame diskretyji tinkla:

Qrxn = {(t",25): t" =n1, 7, =1h, i=0,...,N,n=0,...,K},
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kur Nh = 1 ir KT = T. Naudosime standartinius Zyméjimus:

v = ?+1 — y? y’-‘ - y:‘ — y?—l yn — y‘&+l yl a; = —————d(z") -l-d(.’l?,,_l)
It = ——, Yz ) )y Iz Iy y Qi D)

p
Baigtiniy skirtumy schema gauname aproksimuodami diferencialini lygti (2.1):
(1 — m)ug + vud*l = (au""‘l) p(lu™*! —o™), i=1,...,.N-1, (3.1

krastines salygas (2.5), (2.4):

-g(l )Ug0+ th(o)(u"+l—01)
=ayult! — a(ugt — ) - —p(lu""’1 -1g), (32
2(1 —m)ug, N = —a,Nu,'_"H p(lu"“ vR), (3.3)
diferencialini lygti (2.2):
v = p(h;"‘fl o), i=9,...,N (3.4)
ir pradines salygas (2.3):
u?:co, v?=so, i=0,...,N. 3.5)

Krastiniy salygu aproksimacija sudaryta taip, kad buity tenkinamas maksimumo prin-
cipas. Pasinaudota prielaida, kad lygtis (2.1) yra teisinga ir kraStiniuose taSkuose.

Sukonstruotos schemos realizacija yra ekonomiska. Tiesiniy lyg€iy sistema (3.1)-
(3.3) i¥sprendZiama perkelties metodu, o funkcija v™+! apskaitiuojama pagal ireikitines
formules (3.4).

Pa¥ymekime U717 Iygties (3. 1, U3t lygties (3.4),0 U7 H ir U7 kradtiniy salygy
aproksimacijos paklaidas. Atlike nesudétmgus skai¢iavimus Te1|oro skleldmlq pagalba
irodome lema:

3.1 lema. Jeigu diferencialinio uzdavinio (2.1)-(2.4) sprendmzo funkcuos c(z,t) ir

s(z, t) yra tokios, kad egzistuoja ir yra apréZtos jy i3vestinés 333, %—%, & g (z), tai

O3t < C(r+h), i=1,...,N-1,
[UTEY| < C(r+R?), |ITRI < C(r+h?),
¥zt < Cr, i=0,...,N.
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4. Stabilumo analizé

Tegul @ = c(t™, z;) —ul, o} = s(t™, zi) — o] yra skirtuminiy sprendiniy paklaidos.
Jos tenkina tokia baigtiniy skirtumy schema :

(1 = m)ide + vl = (el ), — pla™tt — ") + 17T, 4.1

i=1,...,N-1,
h _ vh ntl
5(1 —m)lgo+a (m + 1) Ug

hp - . n

= auap! - (gt - i) + UiE, 42)
h - . hp . . .
S (L= m)ien = —ani - SO - 3R) + TR, @3
7, = p(lam+! — 9"t + 93t i=0,...,N, 4.4)
‘?:6?_0, 1=0,...,N. 4.5)

Parodysime, kad skirtuminé schema (4.1)—(4.5) yra nesalygi3kai stabili. ApibréZkime
normas

- - 14p7, .
[&" I = l&*lle + 3= 17" lle:
||\I’?+1||2 — ma.x{0< |\I’n+l|, hI\I’n+l|’ hl n+1 }’

1™ lls = %7112 + %3 llc-

4.1 teorema. Baigtiniy skirtumy schema 2.1-3.2 yra nesqlygiskai stabili ir teisingas
jvertis

1™+ )l < 1™l +

T n .
9" 49

[rodymas. Lygti (4.1) padauginame i§ 7/(1 — m). Pasinaudoj¢ maksimumo principu,
gauname jvercius

T vV Giy1ta n+1
(1+1—m(h+ 3 +pl))|u [

_ T aiy1+a; VY. PT -
< lla™ + z n+1 n
<llo+ 1 (B + 1)l + T2 e

T n+1 = _
1—mosien il i=1...,N-1L 4.7

+

Analogigkai, i§ kraStiniy salygy iSplaukia iverCiai \
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T_ (24 YL 2))) g
(1+ 12 (B +rve(ay 7))

- T 2a1 ,, .
<lle + 1 (Tt o +plomle + 7921 @8

(23 ()

- T 2an | .
<lilo + 1 (Ba sl + il + 19T 9)

I3 nelygybiy (4.7-(4.9) iSplaukia ivertis

i
~n+1 < b =N
o< (14 £25) (19 + ¢

IS lygties (4.4), pasinaudoje (4.10), gauname jverti:

P imllo + 1195 1) @10

m

-1
@+pltile < (1+25) (1o + 2 (@ - mlle

+(1 4Pl +rnw;'+‘nz)) Lol e, @l

Prideéje prie nelygybés (4.10) nelygybe (4.11), padalinta i§ 1 — m, gauname teoremos
tvirtinima (4.6).

Apskaitiave aproksimacijos paklaidos norma ||¥"+!||5, jrodome tokius skaitinio
sprendinio paklaidos jverCius

litlec < C(r + h47/h), |i"|c < C(r+h+T/h). 4.12)

1 i§vada. Baigtiniy skirtumy schemos (3.1)~(3.5) sprendinys konverguoja i diferenciali-
nio uZdavinio (2.1)~2.5) sprendini, jeigu v = C RS kurC, > 0,6 > 0.

2 i¥vada. Baigtiniy skirtumy schemos (4.1)=(4.5) su homogeninémis krastinémis sqly-
gomis (¥1(t", zo) = 0, Uy (t", zn) = 0) sprendiniams galioja nelygybés:

l@*llc < C(r+h), [T"c < C(T+h).

Salyginis schemos (4.1)—(4.3) konvergavimas gautas tik dél krastiniy salygy itakos.
Pagerinsime jver&ius (4.12) naudodami singuliariy taSky i§skyrimg metodika. Schemos
(4.1)<(4.3) sprendinio iekosime tokiu pavidalu: (@",")T = (U™, 3")T + (2",0)T.
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Funkcija 2 yra skirtuminés schemos
(1 = m)z + vzt = (a22*), — pl2ft, (4.13)

hpl
§(l—m)zt,o+a(2d(0)+l) % =ag - 523“'“1"1'?51'

h hpl
5(1 —m)z,N = —aNZph — g A+ O,

=0, i=0,...,N
sprendinys. Tirsime skirtuming schema (4.13). ApibréZiame tokias konstantas
T'o = max |\Ill(t" )| = O(7 + h?),

1<n<
Iy = max |¥1(t",zn)| = O(T +h?).

1<n<K
Remiantis maksimumo principu ircdome, kad |2}'| < Z;, n = 0,..., K, kur Z; yra
skirtuminés schemos
—(aZz): +vZ;=0,i=1,...,N-1, (4.14)

vh hpl
—a17Z;,0+ (a (2d(0) + 1) ) Zo =Ty,

hpl
anZz N + %ZN =Tn

sprendinys. Padauginame (4.14) skirtumines lygtis i¥ Z;h ir susumuojame nuo 1 iki N—1.
Pritaike sumavimo dalimis formulg, gauname

(o 2)ma]s (oo (o 2)

vh hpl 1\, |, vh
+(aT<O)+a+—2-—-2-u)Z —POZO+(1+;V')I‘NZN'

Tarkime, a — v > 0. Tada pasinaadoje idéjimo teorema || Z||% < 2 (|| Zz]12 + Z3%).
uodome kad || Z]lc < Cma.x {To,Tn} = O(1 + h?).

wr,e ”)T yra sprendinys uZdavinio (4.1)—(4.5) su homogeninémis krastinémis
salygomls ir Uy(t", z5) = Ua(t™, z:) + plf, i=0,...,N.

Remiantis 2 i§vada gauname jvercius

IT™e < C(r+h), [*c < C(r+h).

Todél irodéme nesalygini, baigtiniy skirtumy schemos (3.1)—(3.5) sprendinio tikslumo
jverti:

la*llc < C(r+h), |#"]lc < C(r +h).
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Mathematical modelling of wood drying process
R. Ciegis, V. Starikovitius, A. Volkas

This work discusses issues on the design of finite difference schemes for modelling the mois-
ture movement process in the wood. A new finite difference scheme is proposed. The stabilty and
convergence in the maximum norm are proved.



