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1. UZdavinio formulavimas

Nagrinésime krastinj uZdavinj intervale (0, 1):

Lu = —d—d:;(k(x)%) +4q(z)u = f(z), =z €0, 1)7 M
u(0) =0, wu(1)=0,

kai iSpildytos lygties eliptiskumo salygos
k(z) 2 ko >0, g(z)>0.

Skaliaring sandauga paZymékime (-,-), o atitinkama L; norma intervale (0,1) pa-
Zymekime || - ||. Tegul Hj yra erdve tokiy funkcijy, kuriy pirmosios i¥vestinés priklauso
L erdvei ir tenkina nulines krastines salygas.

Tada variacinis uZdavinio (1) formulavimas yra toks:

(Lu,v) = (f,v) VYveH. 2)

UZdavini (2) spresime Galiorkino metodu. Intervale (0,1) apibréZiame diskretyji
tinkla

A={0=:L‘o<x1<...<$1v=l}.

Funkcijy erdve H} aproksimuojame baigtinés dimensijos poerdviu sg'A, kurj sudaro
gabalais p-ojo laipsnio polinomai.

Baigtiniy elementy sprendinys y € Sé'A yra gaunamas sprendZiant tiesiniy lygéiu
sistema

(Ly,v) = (f,v) Yve Sy A3)
Siame darbe nagrinésime aposteriorinius gautojo sprendinio y paklaidos jver¢ius, kai

naudojama tik lokali informacija apie sprendinio netiktj atskirame elemente. Plagiau su
tokio tipo paklaidy jveriais galima susipaZinti darbuose [1, 4].
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2. Didesniojo tikslumo sprendinio panaudojimas

Aposterioriniai paklaidos jver&iai daZnai yra sudaromi panaudojant dar viena to pa&io uz-
davinio sprendini, kuris randamas paémus tankesni diskretyji tinkla arba auk&tesnés eilés
polinomy poerdvi. Tokiy algoritmy pagrindinis privalumas yra tai, kad gauname asimpto-
tiskai tikslius aposteriorinius paklaidos jvertius. Tatiau pagalbinio uZdavinio sprendimo
kaStai yra didesni uZ pagrindinio uzdavinio sprendimo kastus.

Sia strategija taikysime uZdaviniui (2). Rasime dar viena baigtiniy elementy metodo
sprendiniY € Sg’A, jis tenkina tiesiniy lyg&iy sistema

(LY,v) = (f,v) Vve S22, @)

Funkcija Y iSreiSkiame tokia baziniy funkcijy tiesine kombinacija

Y(z)= Z Yjpj(z) + ZC -0.5%5-0.5(2),

j= j=1

tia bazinés funkcijos yra apibréZtos lygybemis

(1? Tj— 1)/(21 = Zj- l)» Tj-1 < z S zj,
pi =19 (Tj+1 - 2)/(Z541 - 25), z; ST < Tj,
0, kitur;

bio (zj —z)(z — zj1)/(zj — 2j-1)?, zj-1<z <7,
o=
’ 0,< kitur.

PaZymékime sprendinio y globaliaja paklaida
e(z) = u(z) —y(z), ee€ Hp.

Ivairias paklaidos normas ||e||;, ! = L2, Loo, H! galime ivertinti naudodami aposteriori-
nius jverdius || E||;, &ia paZyméjome

E(x)=Y(2) - y(c), EeSp2.

Pasinaudoj¢ sprendinio Y’ ir interpoliacinio polinomo P,u superkonvergavimo savy-
bémis, galime irodyti, kad E(z) yrz asimptoti¥kai tikslus aposteriorinis paklaidos jvertis

llell: = | Elli(1 + Ch2).
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3. Lokalusis aposteriorinis paklaidos ivertis

Siame darbe sudarysime nauja lokalyji aposteriorini paklaidos iverti. Jis gaunamas vietoj
Y (z) naudojant funkcija

_ N-1 N
V()= yiei(@)+ ) di-osbi-os(z),

tia y; yra Galiorkino metodu (3) gautojo sprendinio koeficientai. Tada koeficientus
d;—o.5 randame i§ sprendinio netikties ortogonalumo salygy: ‘

dj-o0.5 (LYj—0.5 ¥j-0.5) = (R, ¥j-0.5), &)
ia R(z) pazyméjome lygties (3) sprendinio netiktj
R= f - Ly.

Nesunku isitikinti, kad netikties integrala galime pertvarkyti tokiu biidu:

(R, %;-05) = / (f(z) - a(2)y(z) + K (@) (2)) $5—0.5(z) dz.

i—1

Aposteriorinius paklaidos jverfius gauname panaudodami funkcija

N
E(z) =Y(2) - y(@) = ) _ dj-o.5%j-05(x)-

=1

Po nesudeétingy skai¢iavimy randame iSreikstines aposterioriniy jver¢iy formules

N
" 1
1Bz, = 35 > & os(x; —z5-1),
=1

= 1
£l = 1 lgljsz |dj—o.5|,

N
IE|}, = (LE,E) = Zd§—0.5(L¢j-0.5,¢j—0.5)-
P

Kadangi Galiorkino metodo sprendiniy superkonvergavimo tinklo mazguose savybé
negaliojay € S(l,'A (t.y. visame intervale (0, 1) funkcija y(z) aproksimuoja uZdavinio (2)
sprendinj O(h?) tikslumu), tai negalime tiesiogiai irodyti, kad miisy sudarytasis aposte-
riorinis jvertis yra asimptotifkai tikslus.

Mes palyginsime gautaji aposteriorinj paklaidos iverti su kitais ¥inomais jverdiais ir
pateiksime skai¢iavimo eksperimento rezultatus. o
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3.1. [verdio tikslumas energetinéje normoje Hg

Pasinaudoje skaitinio integravimo formulémis ir jy paklaidos jverfiais, irodome tokias
lygybes

k;-
(Lpj—0.5,¥j-05) = 3—(:5,3——0:;_17 +0(1),

R?_o5(zj — zj-1)?

(R’ ¢j—0.5)2 = 36

O(h*),

ty. misy sudarytas aposteriorinis jvertis yra ekvivalentus Babuskos ir Rheinboldto
iverdiui [2]:

N

R?_,s(zj —z;-1)3
2 _ j—0.5\"1 j—-1 4
IElE = j§=1ﬁ 12k o5 +0(h%),

0 pastarasis ivertis yra asimptotiskai tikslus, jo tikslumo eilé yra pirmoji.
3.2. [veréio tikslumas Lo normoje

Siame skirsnyje sudarysime baigtiniy elementy sprendinio y globaliosios paklaidos L
normoje jverti i§ virSaus. Panaudosime dualiyjy iverfiy metodika (Zr. pvz. [3]). Nag-
rinékime uZdavini, kurj tenkina sprendinio globalioji paklaida, taikykime integravimo
dalimis formule ir pasinaudokime paklaidos ortogonalumo savybe, tada gauname tokias
lygybes:

(ke',2') +(qe, 2) = Z / R(z)z(z)

:r-I,J_1

—Z / R(e)((@) - (@) dz, £ H), e SH.

[vertiname integralus deSinéje lygybés puséje ir panaudojame tiesinio interpoliavimo
tikslumo jverti

E / R(z)(2(z) — zn(z)) dz| <

j=1,

zj

( z s / )0.5
(Z R4 7-0.5 7 (z—z)? div)o's <Cr (; h‘}-o.s / R? dz) 0.5"1”",

zj-1 zj-1

z;

o interpoliavimo tikslumo konstanté, nesﬁnkiai galime jvertinti nelygybe C1 < 1
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Toliau spreskime dualuyji variacini uZdavini
(kv',2') + (qv,2) = (v,e), ve€H}
ir ivertinkime jo sprendinio stabiluma
"l < Csllell,

tada gauname toki sprendinio y paklaidos L normoje aposteriorini iverti

zj

N 0.5
||e"<CSCI(Ehg_0,5/R2dZ) .

i=1 2

Nesunku pastebeéti, kad jei k(x) = 1, ui staoilumo konstanta C's < 1. Aproksimuodami
integralus viduriniy reik$miy formule, gauname paprestesne formule
N
lell* < (CsCD* Y b -0.5R5 -0
j=1
Palyginimui pateiksime miisy sukonstruoto aposteriorinio paklaidos jvertio supaprastinta

formule

N
~ 1
"E"L2 = 120 E :h?—0.5R§—0.5‘
i=1

4. Skaitiavimo eksperimento rezultatai
Siame paragrafe pa}eiksimo vieno skaitiavimo eksperimento rezultatus, kurie patvirtina
miisy teigini, kad E ne visada leidZia, §ukog\struoti asimptotidkai tiksly paklaidos iverti.
Sprendéme uZdavini (1) su tokiais koeficientais [2]:

k(z) =1, q(z) =1,
o funkcija f(z) buvo parinkta taip, kad tiksliu uZdavinio sprendiniu yra funkcija

u(z) = " (z —2.5) +2.5(1—z) + 1.5e'z.

Lenteléje 1 pateiktos reik¥mes efektyvumo indekso

£ I
A= _ ],
llell:

leid¥ian&io jvertinti apsoteriorinio jvertio tikslumga. g
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Lentelé 1
Efektyvumo indekso -y reikSmés

N 1, YLoo

40 0.1329 0.0126
80 0.1332 -0.0064
160 0.1332  0.0032
320 01332 0.0017

IS pateikty rezultaty matome, kad aposteriorinis jvertis yra asimptotiskai tikslus Loo
normoje, bet L normoje jis jau nepasiZymi 3ia savybe. Pastebésime, kad daugeliui kity
testiniy uZdaviniy net ir Lz normoje buvo gauti asimptotiskai tikslis paklaidos iverZiai.
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On the accuracy of aposteriori error estimators
R. Ciegis, O. Subot

The analysis of the accuracy of the aposteriori error estimation procedure for finite-clement
solutions is presented. Simple error estimators of residual type are constructed, they allow error
estimation in any norm with little extra effort. Results of numerical experiments are presented.



