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1. Ivadas

Nagrinékime sveikojo argumento funkcijas apibréZtas aibéje D c Z. Vektorinés funkci-
jos f* Z — R™ komponentes Zymeésime f := (f, f2,..., f*)7, tokiy funkcijy aibe
- F*(D), o patias funkcijas - f, g, f<*>,..., f<F>. Funkcijos argumenta pakeisime
indeksu f; := f(j). Jeigu D = D, = {0,1,2,.. .}, tuomet F sutampa su begaliniy seky
aibe, jeigu D = D, = {0, 1, 2, ..., n}, tuomet F - baigtiniy seky aibé.

[veskime nauja erdve M*"(D) = {A|A: D — L(R*,R")}, M™ := M™",
ia L(R*,R™) - tiesiniy operatoriy erdve. Jeigu A € M*"(D), tuomet visi Aj,
i =1,...,n, bus tiesiniai operatoriai, kuriuos konkregioje koordinaciy sistemoje atitinka
matricos A ;. NeiSsigimusiy operatoriy aib¢ Zymekime MN*(D) = {A|A € M*(D),
det Aj # 0,7€ D}

Jeigu duotas operatorius A € L(R¥) := L(R*, R¥), tuomet egzistuoja tokia erdvés
R¥ bazé (normaliné bazeé), kurioje operatoriaus A Zordano matrica uZraoma pavidalu

A1 0...00

Jay(M1)... O 0 A1..00
JA=( ), Jm(/\)= I

0 ...Ju(N) 0 00..x1

0 0 0...0 X

&ia ) — tikriné operatoriaus A reik¥me, matrica J,,()) yra Zordano gardelé. Kaip Zinome,
operatoriaus A tikrines reik§mes galime rasti spresdami lygtidet(A — AE) = 0. Iiskleide
$ia lygybe, gauname tiesinio operatoriaus A charakteringaja lygti Pa(\) = p* Ak +...+
p'A + p° = 0. Lygtis

agzj +a}zj_1+...+a;-°zj_k =fi, J eD=12, 1)

vadinama tiesine k-eilés skirtumy lygtimi. Cia f, o' € F(D), i = 0,...,k, a? # 0,
a;? # 0. Jeigu f = 0, tuomet lygtis yra homogeniné, prieSingu atveju — nehomogeniné.
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2. Tiesinés k-eilés skirtumu lygtys su pastoviais koeficientais
Tarkime, (1) lygtyje funkcijos a®, . .. , a* yra konstantos. Homogeninés (1) lygties spren-
diniai ie§komi pavidalu Z; = M. Netrivialieji sprendiniai (A # 0) gaunami, jei A tenkina
charakteringqjq lygti
a®AF +ald 14 ek =0

Si lygtis turi k $akny {1, . . ., Ak} (tarp kuriy gali biti ir kartotiniy, ir net kompleksiniy).
Jeigu ¥aknies ), kartotinumas yra k, tuomet lygties sprendiniais bus k, funkciju:

M, M, gk @
Dvi kompleksines Saknis \,7,€'¢* ir X\, = r,e~¥ atitiks 2k, sprendiniy:
73 cos(jips), 4 8in(is), .. ., 5% 71rd cos(jp,), 77 ] sin(jes). 3)

Jeigu nehomogeninés lygties su pastoviais koeficientais de$inioji pusé yra kvazidaugia-
naris

a®z +alzj_1 +...+ 6%z _k = Pu(§)N ' )

arba vietoje M yrar cos(jipg ) arba ) sin(jipg ), kurias atitinka kompleksiné Saknis Ay =
Tq€'¥4, tuomet atskirojo sprendinio ieSkosime pavidalu

Zj = % B(3)¥; arba Z; = *ord ( PL() cos(ipy) + PA () sin(is)),
ta B, P1, P2 yra nefinomi daugianariai ir deg (P,,) = deg (PL) = deg(P2) =

deg (P,,), o k, yra charakteringos lygties Saknies A, kartotinumas. Jeigu A, néra Saknis,
tuomet k, = 0.

3. Tiesinés vektorinés skirtumy lygtys
Tiesine (pirmos eilés) vektorine skirtumy lygtimi vadinama lygtis

A%+ A5 =, jeD, ©)
ta f € F¥(D), A° € MN*(D), A! € M*(D), 2 € F¥(D) yra ietkomoji funkcija.

Nagrinékime k-eilés tiesing skirtumy (1) lygti. Sia lygti uZrasykime pavidalu

k
2 =—zﬂ;"2j_m+(ﬂj, (6)

m=1
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tia B = af*/ad, m = 1,...,k, ¢; = fi/a3, j € D. Iveskime k-matius vek-
torius Z su komponentémis 2; = (2j—k41, 2j—k+2,...,2;) " ir @; su komponentémis
(0, 0,...,p;)T. Vietoje (6) lygties paraSykime ekvivalenia sistema

(Z)! = zj—k41 = (F-1)%,
)]

(F)l=2z1= (5’3—1)"

(Z)=2=- Z [ (Z)™ + ()"

m=1

ApibréZkime matrica

Bi=|..... il : ®)
0 0 0 ..1

,Bkﬂk lﬂlc 2 ,31

Dabar (7) sistema uZraSoma vektorine forma IZ; = —B;Z;_, + @;, &a I - tapatusis
operatorius. Tokiu biidu, vien k-eilés tiesing skirtumy lygti suvedéme i vektoring pirmos
eilés tiesing skirtumy lygti.

Jeigu mes sprendZiame (5) lygties Kogi uidavnm, tuomet vektorineés lygties Ko¥i uz-
davinys formuluojamas su pradine salyga % = B, &ia g = (y°, ¢l,... Pk 1T, Jeigu
f, = 0, vektoring (5) lygti vadinsime homogenine, prieSingu atveju — nehomogenine.
Homogeninés lygties

AZip1 + AjZ =0 ©)

tiesi¥kai nepriklausomy sprendiniy Z<!>,... Z<k> sistema vadiname fundamen-
taligja. Kadangi det A° # 0 visiems j, todél 3(A°)‘ operatorius. PaZymékime ope-
ratoriy A; = —(A9)~ 1A1 Tuomet homogenine (9) lygtis ekvivalenti lygiai

Ziy1 = A;Z;, Aj € Mk(D) (10)

Homogeninés (9) lygties Ko3i uZdavinio sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis. Visu
(9) lygties sprendiniy aibé S¥(D) C F*¥(D) yra tiesiné erdve, kuri 1zomorﬁ§ka R*. Lyg-

ties fundamentalioji sistema yra sprendiniy tiesinés erdvés bazé ir Zg = Z cmZ<m>,
m=1
Apibrézkime tiesini atvaizdi &;: sk(D) - Rk, &;(2) = Z,. [Kadangi at-
vaizdis ®o yra izomorfizmas, todél 3®5". Tada atvaizdis T; = &;8;! € L(R*),
ir T;(¢) = Z,, Cia Z; yra Kosi uZdavinio sprendinys. Gallme apibre#ti ir atvaizdi
Tjo.i: R — R¥, Tj,i(Z;) = Zj, 7 > jo. Tiek T;, tiek T}, ; gali ir neturéti at-
virkstiniy, jei egzistuoja toks ji, kad jo < j1 < j irdet A;, = 0.
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Vektorinés lygties atveju funkcijy £<1>, ..., f<*¥> Vronskio determinantas apibre-
Ziamas
<1>,1 <k>,1
fi .

J

Wilf<>,..., F*>) = an

<Isk k|
L

Vronskio determinanto geometring prasmé yra gretasienio, nubréZto ant vektoriy <>
.+, f<¥>, tiiris. Funkcijy sistema f<!>, ..., f<¥> yra fundamentalioji tada ir tik tada,
kai jy Vronskio determinantas nelygus 0, kuriame nors taske j.

1 teorema [Liuvilio skirtumy lyg&iai]. Vronskio determinantas sudarytas i§ (5) lygties
sprendiniy, tenkina lygti

W41 = detd; - W, jeD. (12)

I8 Liuvilio teoremos gauname, kad, pereinant i$ ta¥ko j i j + 1, gretasienio, nubréZto
ant (10) lygties sprendiniv, tiiris keitiasi pagal (12) désni, t.y. padidéja det Aj karty. Jeigu
9) lygtyje A7 = A°, Al = A! (arba (10) lygtyje A; = A), tuomet 3 lygtis vadinama
tiesine lygtimi su pastoviu operatorinmi.

Nagrinekime Kogi udavini

E.‘H-l =A2:1a .7 € D) 20 =¢1 (13)
Giad e L(RF). Tada egzistuoja vienintelis tokios sistemos sprendinys ir jo formulé yra
Z; = Tj3 = A4, &ia A’ yra operatoriaus A laipsnis.

Paprastujy diferencialiniy lyg&iy (PDL) teorijoje irodoma, kad lyggiy sistemos su pa-
stoviais koeficientais '

d S e o .
priie Az, Z(0) = 3, (14)

sprendinys u¥raSomas pavidalu Z(t) = eAZ,. Cia operatorius e4* apibréZtas formule

242 3t3 0 msm
Ao ap AL A AT
2! 3! m!

m=0

I§ jos turime %e““ = A'eAt. Toaeh
dti 't=0 - (Ee )|t=0 Zo =A% = Z.
Lema. Teisinga formule

2,4

# oo a9
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Si lema leid¥ia surasti visus (13) uZdavinio sprendinius, Zinant (14) diferencialinio
uZdavinio sprendinius. Jei turime k (14) lygties sprendiniy Z51>, ..., Z5*> | tuomet 3iy
sprendiniy Vronskio determinantas taske t = 0, sutaps su Wo[Z51>,. .., Z5k>),

PDL teorijoje irodoma teorema apie sistemos su pastovia matrica sprendinius.

2 teorema. Sakykime, A: R¥ — R* yra tiesinis operatorius, o A (1 < | < mp) $io ope-
ratoriaus realios tikrinés reik§més, atitinkancios skirtingas Zordano matricos gardeles,
kuriy dydis vy, ir oy & Bii (1 < 1 < m.) - kompleksinés tikrinés reik§meés, atitinkan-
gios skirtingas Zordano matricos gardeles, kuriy dydis . Tada (14) lygties bendrojo
sprendinio komponentés yra

Zi = ch;'(t)e’\“ + Zc (g (t) cos(Bit) + i (t) sin(Byt))e™*.
1=1 1=1

Cia i g}, Gt - realieji daugianariai, kuriy laipsnis maZesnis u% vy, py, ;.

Pastaba. Jeigu 2 = z — yi, A = a + i, tuomet
Re(ze**) = Re(e**(z — yi)(cos Bt + sin B¢ i)) = e**(z cos B + ysin f).

Todel antraja sumg galime pakeisti Re ) ;"< 5}(t)e™* su \; € C ir 5}(t) - kompleksinis
daugianaris, kurio laipsnis maZesnis u¥ ;.

Tarkime, baziniai vektoriai atitinkantys viena Zordano gardele su tikrine reik¥me \ =
0 yra &,...,&". Suraskime pradinés salygos 1 komponentes Sioje bazéje ¢ = ... +
C'é' + ...+ C"e* +.... Operatorius A veikia $iuos bazinius vektorius kaip postiimis
enr—»eénl . 51 50. Tada

Zo=(..,Cc,,C%...,crLcm, )T,
Zi=(..,c%C5,...,c"0,..)7,

Zpe1=(...,C"0,...,0,0,..)7,
Zn=(...,0,0,...,0,0,..) T = Zpy1 =....

Sprendinj atitinkanti C™ = 67, paZymékime Z<m>,
Imkime nepriklausomus (14) diferencialinés lygties sprendinius. Naudodamiesi (15)
formule lengvai gausime nepriklausomus atitinkamos skirtumy lygties sprendinius.

3 teorema. Sakykime, A: R* — RF yra tiesinis operatorius ir $io operatoriaus Zordano
matrica turi vi dydZio gardeles, atitinkanias nenulines realias tikrines reiksmes \(1 <
| < mg), w dydZio gardeles, atitinkancias kompleksines tikrines reikimes retei (1 <
I < me), ki(1 < 1 < my) dydZio gardeles, atitinkanéias nulines tikrines reikimes. Tada
(13) skirtumy lygties sprendinio komponentés

mr me ) mo
Z; = _piG)IN +3_ (6i(3) ces(ie) + () sin(ig)) + 3 €1 2<%,
=1 =1 ' =1
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gia p}, }, ¢ — realieji daugianariai, kuriy laipsnis maZesnis uz vy, py, w1, o C* — konstan-
tos.

Jeigu operatorius A turi (8) pavidalo matrica, tuomet kiekvieng jo tikring reik$me
atitinka lygiai viena Zordano gardelé, kurios dydis sutampa su tikrinés reik§mes kartoti-
numu.

ISvada. Homogeninés (1) lygties sprendiniy fundamentalioji sistema sudaryta is (2), (3)
tipo funkcijy. Nuliniy tikriniy reikSmiy néra, nes (1) lygtyje laikome a® # 0, a* # 0.

Pavyzdys [CebySovo daugianariai). Cebysevo daugianariai tenkina skirtumy lygti
2 —2xzj_1+2;2=0, 2=1, 2z =z,

Cia x — parametras. Rekurenti$kai sprgsdami, mes randame sprendiniy reik¥mes:
Zo=1, Zy=z, Zy=22%-1, Z3=42%-3z,....

SprendZiant skirtumy lygtis gauname bendrasias $iy daugianariy i3raiskas:

7= (:r+\/55—_1)j;(:v—\/§7—_1)j’ 2| > 1

Z; = cos(j arccos z), |z| < 1.

Siuo atveju skirtumy lygtj atitinka charakteristine lygtis A> — 22\ + 1 = 0. Remiantis

lema, gauname, kad Cebysevo polinomus generuoja diferencialinés lygties (KoSi uzdavi-
nio)

y' -2z +y=0, y(0)=1, y(0)==z

sprendinys Z, = e®ch(vzZ —1t) = e®cos (v1— z2t), ir CebySevo daugianariai

gaunami formule Z; = LZJ- .
5T A |,
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The general solutions of difference vector-equations with constant
coefficients

A. Stikonas

This paper deals with general solutions of difference vector-equations with constant coeffici-
ents. We find the simple formulae between solution of the first order homogeneous differential
€quations and solution of difference equation. This allows easily get all solutions of difference
€quations if we know the differential solution.



