LMD mokslo darbai, 111 tomas, 3943
© Matematikos ir informatikos institutas, 1999

Landau formulé su svoriu

Audrius KACENAS® (VU)

el. pastas: audrius.kacenas @mafvu.lt

Tarkime {(s) yra kompleksinio kintamojo s = o + it Rymano dzeta funkcija, kuri komplek-
sinéje pusplok§tuméje o > 1 apibréZiama eilute

(o)=Y
n=1

ir likusioje srityje pasinaudojus analiziniu pratgsimu. Zinoma, kad visi funkcijos ¢(s) komplek-
siniai nuliai p = B + 4 guli srityje 0 < B < 1. Jeigu teisinga Rymano hipotezé, tada visiems
kompleksiniams nuliams 3 = 1/2. Garsi Landau [1] formulé tvirtina, kad kiekvienam fiksuotam
T > 1 turime

3" 20 =~ L Az) + 0(ogT),

0<y<LT

kai T — oo; kur A(z) = logp, jeigu z = p* ir A(z) =0, jeigu = # p*.
Miisy uZdavinys yra jrodyti $ia teorema

Teorema. Tarkime x > 1 fiksuotas realus skaiius, o — Rymano dzeta funkcijos kompleksinis
nulis. Tada, kai § — 0., turime

: A(z)
epite — _\7J
E 20 = — = + O(log é).

2,7>0

ISvada. Galiojant teoremos sqlygoms ir priémus teisinga Rymano hipoteze, turime

Z e~ = _p— % Alz) + O(log é).

=5 2md

'Mokslini darba remia Lietuvos Mokslo ir studijy fondas.
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Teoremos irodymas. Tarkime z, T > 1 ir T néra ((s) kompleksinio nulio ordinaté. Nagrinésime
kontiirinj integrala

. 2HT  —14T  —l4i 24y : E
I= §7r_z( / + / + / + / )z(s)x’ew"ds 0))
241 +24+4iT —-14:T —141 v

Pastebésime, kad visiems kompleksiniams ¢(s) nuliams turime v > 14, taigi remiantis Rezi-
diumy teorema, galime tvirtinti, kad

I= )" zee'e ‘ » ‘- )

0<~y<T

Norint gauti sumos (2) asimptotika, turime ivertinti visus keturis formulés ( 1) integralus. I§
pradZiy nagrinékime integralg

1 2+iTC’
— > s _10s
5L = 37 / c (s)z’e** ds. o 3)
244 :

Zinoma, kad absoliutaus konvergavimo srityje

%(s) ==Y A(m)n~".

n=2

Istatydami $iq irai¥ka | integrala (3) ir integruodami panariui, gauname

I

_ 2 A(n)(%)2e2‘6(—21; 1/T (%)“e‘“dt)

= —ezi‘sA(x)%(e"é -eT)+0 ( Z A(n)%)

nFx

2i6 1 —6_ T
—e A(z)2—7r—6-(e —-e7 1) +0(1). 4)

Pastebekime, kad Sioje vietoje naudojomes prielaida, jog z > 1 yra fiksuotas. Panaiu biidu
jvertinsime integrala

—1+i

I3=L, / %(s)x’e‘é’ds. )
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Turésime naudotis Rymano dzeta funkcijos funkcionaline lygtimi

1—s

w-ir(g)((s) =TT (—=)¢(1 - 5). (6)

Atlikdami integfale (5) kintamojo pakeltima s=1-—z2, gauname
1 C 1—-3_16(1—3s)
- 2 (1 - , 7
5 / C s)z!~%e ds )

Imdami (6) lygybeés abiejy pusiy logaritmines i¥vestines ir naudodamiesi Stirlingo formule, tu-
rime, kad

U

! 1
_%(l—a'+it) = %(a—it)+log% +0(?),

kur ¢ > 1. Istatydami paskutine lygybe i (7) randame, kad

-1 o—16 T ’
I; = %—/x"%@— it)e~%tdt
1

T T
—1,-i6
+ I—L—/z e““log dt+0 (/le"“dt). (8)
27 t
1

1

Pasinaudodami funkcijos g_( — it) Dirichlé eilutés i3raitka ir integruodami panariui, gauname,
kad pirmas (8) lygybes mtegralas yra apréztas dydZiu

= A(n)
< Z:7z2logn

Akivaizdu, kad antrasis lygybés (8) integralas nevir§ija O (log %), kai T — oo. Liekamasis (8)
narys trivialiai nevirija O(1). Taigi, priimdami prielaida, kad T — oo ir z > 1 fiksuotas, turime

I3 = O(logé). (9)

Tretias integralas i§ formulés (1)
!
I = / %(s)x’e"”ds - 0(1), (10)

nes funkcija %(s) duotoje atkarpoje yra apré?ta.
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Liko ivertinti integrala

—144T
I, = / CZ(s)z’e"&’ds.

24iT
Naudosimeés jveréiu

¢

SOEIDY s—ié+0(logT).

lv=T|<1

Pagal i3ankstini pasirinkima T" nebuvo kompleksinio ¢(s) nulio ¢ ordinaté, bet jis gali bati kiek
norima artimas kaZkuriam . Kad to i§vengti, konstruojame kontiirini integrala

—14:T

S
/ ad e'¥*ds = —2miz%e*u(p)
s—0
24iT
2+i(T+2) —1+44(T+2) —1+4iT
s
(T T
s—e
24iT 2+i(T+2)  —14i(T+2)

kur u(g) = 1,jeigu T < v < T +1, ir u(g) = 0 visur kitur. Pastebéje, kad nuliy skaigius srityje
T <~ < T+ 1yraQO(logT) ir, kad funkcija e*®¢ yra aproksimuojanti, kai T — oo, gauname

I =0(1). (11)

Taigi, leisdami T' — oo, i§ formuliy (1), (2), (4), (9), (10) ir (11) iSvedame, kad

; A(x)
§ egibe — _ T2\
%' = + O(log 8),

0.v>0

¢ia mes pasinaudojome prielaida, kad § — 0.,.. Jeigu priimsime teisinga Rymano hipoteze, tada
1 . .
=3 twyiIr

Zx‘”e“s" _ _A) 2~ + O(logé).

= o

Teorema jrodyta.
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Landau formula with a weight
A. Kalénas

The Landau formula with a weight was considered. The explicit asymptotic formula for the concrete
weight was proved.



