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Lokalieji multiplikatyviuju funkcijy skirstiniai

Rimantas SKRABUTENAS (VPU)
el. pastas: algebra@vpu.lt

1995 m. E. Manstaviciaus iniciatyva Lietuvoje buvo pradéti tyrimai, kuriy objektu tapo arit-
metinés funkcijos, apibréZtos kitokiame nei natiraliyjy skai¢iy, vadinamajame ,aritmetiniame‘
pusgrupyje G. Sios tematikos pradininku laikytinas Piety Afrikos matematikas J. Knopfmache-
ris, savo [1] monografijoje apibréZes specialias (,.aritmetines*) pusgrupes G ir suformulaves
keleta klausimy—problemy (Open Questions), kurias spresti paragino atitinkamy sri¢iy specia-
listus. Tie klausimai-problemos ir paskatino nauja tikimybineés skai€iy teorijos tyrinéjimy ir re-
zultaty banga. Susidoméjes $ia tematika, $io straipsnio autorius irgi gavo keleta rezultaty (Zr.,
pvz., [6], [7], [8]), parodZiusiy, kad klasikinés tikimybinés skaiciy teorijos faktai pusgrup¢je G
yra netrivialiai interpretuojami. Atskiru atveju, irodingjant ribines lokaligsias teoremas, be kita
ko, idry8keéja ir kai kurie originalls, nattiraliyjy skaitiy pusgrupei nebidingi aspektai.

Siame straipsnyje autorius tesia aritmetiniy multiplikatyviyjy funkcijy, apibréZty pusgrupeje
G lokaliyjy ribiniy skirstiniy tyrimus: prapletiant straipsnyje [8] gautos ribinés teoremos multi-
plikatyviosioms funkcijoms galiojimo zona, Cia gautas pagrindinio nario asimptotinis skleidinys
bei lickamojo nario jvertis.

Pagal apibrézima, aritmetiné pusgrupé G yra laisvoji komutatyvi pusgrupé (su vienetiniu
elementu 1), kuria generuoja skaiti pirminiy elementy p aibé P. Aibéje G yra apibréZta pilnai
adityvi laipsnio funkcija 6 : G — N U {0} tokia, kad, su kiekvienu p € P, §(p) > 1ir, be to,
galioja tokia aksioma.

Aksioma. Eg:istuoja tokios konstantos A > 0,q > 1ir0 < v <1, kad
G(n) := #{a € G;8(a) = n} = Ag" + O(¢"").
Apibrezus Riemman’o dzeta funkcijos analoga, buvo irodytas asimptotinis pirminiy pu-

sprupés G elementy pasiskirstymo désnis. E. Manstavi€ius, kartu su bendraautoriais (Zr. 2D
pastebejo, kad Siuo atveju

k
n(k) := #{p € G; 8(p) = k} = T-(1 = I(G)(=1)*) + O(g™*).
Ciamax{1/2,v} < ¢y < 1, 0 simboliu I(G) paZymétas i$skirtinio nulio indikatorius.

Apibrésime tiriamyjy multiplikatyviyju funkcijy klase M (G) ir priminsime svarbiausius i§
[8] straipsnyje ivesty Zymenu.
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ApibréZimas. Sakysime, kad multiplikatyvioji funkcija g : G — R priklauso klasei M (G), jei
su visais galimais v € R yra tenkinamos sqlygos

Yo 1=a)(M+el)), veRIzL 1

pEP,6(p)=l
9(p)=v

Cia \, € [0,1] - konstantos, o p, (l) - liekamieji nariai. Be to, o, (1) := C,(1)l=* su konstanta
a > 0ir(tolygiai su visaisl > 1)

Y 1C )] < .

Toliau visur: k = 0,1; X := logn;

Xk = xk(t) = Y Alv[sgntv; Eiji= Y Asgntvlog’v;

v,v#0 v,v#0
Yk = Z Asgnfy;  of = Z /\,,sgnkulog2|1/|;
v,v#0 v,v#0
1 — Ep)\?
o= BB = 3 Asenty cos(tlog o)
A
v,v#0
1 1\ (=1)8()\ ~1
4=1 (1___) (1__> .
A 11 (7l lIpl

pEP

Skaitiai to ir 7o yra lyggiy no(t) = o ir m1() = —v1 sprendiniai i¥ intervalo (-, 7).

Darbe [8] yra irodyta lokalioji ribiné teorema klasés M (G) multiplikatyviosioms funkci-
joms. [ pagrindinio nario i3raiska ieinanti standartinio normaliojo skirstinio tankio funkcija ¢,
kaip ir adityviyjy funkcijy atveju [4], labai apriboja teoremos galiojimo zona, nors, kaip maty-
sime, atitinkamy Mellin’o charakteristiniy transformacijy iver&iai leidZia gauti ir Zymiai tiks-
lesng teorema, atitinkangia autoriaus [5] darbe gautus rezultatus. Suformuluosime ja.

Teorema. Tarkime, g € M(G), 02 > 0 ir In|g(a)| su visais a € G tokiais, kad g(a) # 0, igyja
tik sveikasias reikimes. Tarkime, be to, kad egzistuojar € N, su kuriuo eilutés

D loghl™x, X [loglae)I["g ),

v, v#£0 P.J22,9(p?)#0

> |oglvl|"|CL )| ()

v,v#0

konverguoja (pastaroji tolygiai su visais | > 1). Tada su kiekvienu m # 0, kai n— oo, yra
teisinga asimptotiné formulé
1

Un(m): = A_q"#{a € G;6(a) =n,g(a) =m}
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- sgn®m i m P, ,t
- O g + 3= R St Pl )

+(=)"I(G AA;Ze‘"o lozIMIZ Q(ao)\f-’:l()) +O(Arl+1)>~

Cia Pij(u,t0) ir Qi;(u, 7o) yra tam tikri polinomai nuo v, kuriy laipsnis nevirSija 3j, o koe-
ficientai priklauso tik nuo funkcijos g ir skaiciy to, To. Prj(—@,to) ir Qrj(—, To) gaunami i§
Py;(u, to) ir Qi;(u, To) pakeiciant laipsnius u! dydfiais oV (— g—%) :

[rodymas. Kaip ir [4], [6], [7], [8] straipsniuose, irodymas grindZiamas 3] darbe irodyta teorema
apie multiplikatyviyju funkciju, apibréZty pusgrupéje G, reikSmiy sumavima. Jei multiplikaty-
vioji funkcija g(a) € M(G), tai funkcijos fx(a,t) := |g(a)|**sgn* g(a) irgi yra multiplikatyvios
ir tenkina 1 teoremos i3 [3] salygas, todél:

- T () )1H( ”P”)in llpll’

6(a)—n peEP j=0
(~1) AP nx! (=1)F) \ X
IG -
O a0 r!,(l )
X i ————(_1)j6(p)f’°(pj't) + O(n™“ log n)
= Ipll”
n n an—'Xk—l
= 2 ) + 100 G haaty)
+O(n"“logn) 3)

Tolesni Zingsniai remiasi (3) formule, tapatybe

va(m) = o 3 sgn*m / iwoglml ™ g, (a, ) dt @)

1
4T Aqn S(ayon

bei [5], [6] ir [8) darby idéjomis. Suskaide intervala (—m, 7] i dalinius intervalus pagal lyggiy
no(t) = Yo ir m(7) = —~1 sprendinius to ir 7o ir atlike kintamyju pakeitimus ¢t — t + ?o,

T — 7o, 8 (3) ir (4) gausime:

vp(m) = ngnkakj +O(n"%logn), j=1,2. (5)
k

i1 = Z Jk1(to); Jk2 = Z Jr2(70);
to 0
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e—ito log |m| 9 )
Jr1(to) = Py / L1 (t + to) exp {)\ i (t) - ztyk)\} dt;
Do(0)
—1)e—i70 log |m| ]
Jia(mo) = I(G)%———— / Lia(7 + 70) exp{ N1 (7) —irys ) }dr.
D, (0)

Simboliais D (0), k = 0, 1 Zymime nulio ta¥ko aplinkas, i kurias transformuojasi tadky to ir 7o
generuoti atitinkami intervalai. Kiti Zymenys irgi iprasti:

p)Xk(B-1 “()
L (t) := %hkl(t), Lia(7) = %hm(ﬂ,

Bkt = Xk (u) — 70 — itEgy, Bk2 i= —Xk(u) — Y0 — itE1.
Be to, pastarosiose integraly Ji; ir Jxo iSraiSkose atsiZvelgta i tai, kad

Nk (t +to) — i(t + to)ykd = A2puky () — ityeX — itoIn |m],
)\2pk2(7' + 70) — T + o)y A = /\2yk1(‘r) — 1TYRA — i1 In |m|.

Pastebeésime, kad i3 funkcijy ni () tolydumo ir ta¥ky to, 7o izoliuotumo iSplaukia: kai 7, (to) #
Yo arba 11 (7o) # —o, tai atitinkamoje aplinkoje Dy (0)

sup n(u) = —y2 <0, (6)
u€ Dy (0)

nes tokiu atveju egzistuoja bent viena reik§me v tokia, kad, kai u = tg ar u = 7, tai A\, > O ir
cos(uln|v|)sgnv < 1.
Savybe (6) leidZia gauti jverius

Ji = O(n"”_”) ir Jig=0(n""7"), (@)

Kita vertus, pakankamai maziems u (|u| < c), i§ skleidinio

’U.20'2
(O} = exp {32 (3 =30 - L7+ 0(up) )}
iplaukia, kad atveju v; < o irgi galioja ivertis (7) su vz = —(y0 — 71).

Pagaliau, kai t € Dy(0), bet |t| > c, tai (5) formuléje integraly Jk1(to) ir Jro(70) dalis irgi
ivertiname trivialiai, kadangi tolydiné uZdarame intervale funkcija 7;(t) — o igyja jame savo
maksimalia (neigiama) reik$me.

Todél toliau netrivialiu laikysime tik atveji y; = 0. Tada savo ruoZtu

x1(u) = xo(u), Ein=Eon, y1=w, 01=0.
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Tad tolesniam integraly skai€iavimui intervalus Dy (0) suskirstysime i tris nepersikertancius po-
aibius: I () = {u||u| < €}, Ik(g,¢) := {ule < |u| < ¢} ir Ix(c) := Di(0) \ (Ix(e) U
Ii(g,¢)). Kai u € Ii(0), tai, kaip minéta, integralus ivertiname trivialiai. Jei ¢ — pakankamai
maZa fiksuota konstanta, tai integralus galime uZra$yti pavidalu

—itg log |m| Y
Jk1(to) : = éllm-’io—— / Ly (t + to) exp {)\Z[J.kl(t) — ityk/\} dt
+0(A"Y), ®)
(__1)ne—i'ro log |m| y 9
Jia(m0) : = I(G)W—/Lkg(‘r + 70) exp { N k1 (T) — ity A} dr
—E&

+ 0\, )
I tikryjy, kadangi o2 > 0, 0 u € I(g, c), tai, pasinaudoje (2) salyga, turime

u?

exp ()%} = exp { ( = 3 402} = O(exp{-®)  (10)

su teigiama konstanta v3 := y3(c) > 0, kai tik |[u] < ¢ := fl%i_ﬂ Todel i3 (10) jvercio, kai

|u| > ¢, parinkg € := \/%A"I\/logx ir gauname (8), (9), kadangi funkcijos Lk (t + to) ir
L (7 + 70) yra tolygiai apréztos.

Tolesni skai¢iavimai yra analogiski tiems, kurie atlikti [5], [6], [8] straipsniuose. I$naudo-
dami gama funkcijos analizines savybes, klasés M (G) apibréZima bei salyga (2), pakankamai
mazoje nulio aplinkoje I (0) := {u € R||u| < £} galime gauti pointegraliniy funkcijy asimp-
totinius skleidinius (zt) ar (i7) laipsniais. I§ tikryjy pirmiausia i§ (2) salygos i$plaukia, kad su
visaisu € D,.

r+1
xk(u) = Y xk;(iw) +O(lu|™*?).
3=0
Todel
r—1
log I'(x1(u)) = Y _ ¥;(iu)’ + O(lul").
3=0

Panaudoj¢ (2), kaip ir [S], [6] darbuose, gahname funkcijy log Lxi(t + to) bei
log Lia(7 + 7o) skleidinius (Zr. [6], 1 lema):

r—1

log L1 (t +20) = »_ Br1,3(to) (it)’ +O(It"),

j=0
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r—1

log Lia(7 + 70) = Y Bra (o) (47)7 + O(|7]").
=0

Dabar paZyméje
®pj(iu) = Azykl(%) + (uc;o) +long,( +uo)

standartiniu bidu gauname, kad

exp {11 (it)} = ZP";(:;“ (lt' (1+12)" xp{(—tf'z"):}),

exp {®2(iT)} Z Q’E’g:;’);ro (III, (147%)"exp {———(Tzo)z }) )

kai atitinkamai t € Ii(¢) arba 7 € Ii(e). Polinomai Py; ir Qkj, j = 0,1,2,...,7

apibréZiami kaip koeficientai prie (%)? funkcijy

r—1
exp{Ukj(z)}; Uz): = 2(3%32)'( )( u)*+?2
s=1

() o2

skleidiniuose z laipsniais. Pasinaudoje formule

[ o)

1 : 1

- iu)d — 22 LA (J)

o /(zu) exp{ 5%~ zuo_o}du ( Go)
—oo

ir standartiniais iveriais, uZbaigiame teoremos irodyma.
Atskiru atveju

Y- €t Pg(—p, to) + (=1)"[(G)q(AZ'( )Ze oM Qro(—p, 7)

to

= w(%)Hk(k,G)-

)

Hi(g,G) = A~ Hy(fe) + (-1 1)

1 —it, m fk(pj)to)
H - oln|m| - ELAY SRR V)
()= iy e 1 <l upu) D TE

to pEP 720,9(p))#0

—~ AL Ha(fi);

91
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Hy(1) = s e I (1~ M))
k — o In|m
: T(%0) & b Ip
y Z (=1)75®) £ (p?, 7o)
70,9(p)%0 Ipl?
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Local distributions of multiplicative functions

R. Skrabuténas

In the present paper the local distribution laws of values of multiplicative arithmetic functions g : G—R
defined on arithmetical semigroups G and belonging to the class AM(G) is considered. An asymptotical
expansion for the main term in local limit theorem is obtained.



