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Tikimybinés skaiciy teorijos sekos
Tikimybinéje skai€iy teorijoje tiriamas daZniy

v {f(n) € B} = o{n <z: f(n) € B)
elgesys, kai z — oo. Aritmetiné funkcija f daZniausiai biina adityvioji ar multiplikatyvioji,
tiek f, tiek B daznai priklauso nuo z. Pagrindiné metodologiné idéja, iSplétota J. Kubiliaus
monografijoje [1] — tokiy daZniu aproksimacija atitinkamais su nepriklausomais atsitiktiniais
dydZiais susijusiais skirstiniais. Adityviosios funkcijos atveju suformuluosime $ia idéja itaip.
Su skai€iumi r > 2 apibrézkime

fr(m) = 3" {f(") : p*lim.p¥ <},

Tada egzistuoja neaprétai auganti funkcija r(x), kad tolygiai pagal visus poaibius B ir adi-
tyviasias funkcijas f

V:{f,-(n) € B}"P(pr,r EB) -0 (z— o0); (1)

p<r

Cia X, . yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, igyjantys reik§mes toje pat aibéje kaip ir f ir
silpnai konverguojantys, kai x — o0, { atsitiktinius dydZius Xp:

P(X,,:x):(1—%)Z{$:v20,f(p")=r}.

Sis modelis daugybg karty taikytas ir tirtas jvairiuose kontekstuose. Apsiribokime nattraliai-
siais skaiiais ir nagrinékime adityviasias funkcijas kokioje nors natiiraliyjy skai&iy sekoje

1<a;<az<... (an — 00, n — 00).

'Mokslini darba remia Lietuvos Mokslo ir Studijy Fondas.
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Sia seka natdiralu pavadinti tikimybineés skaiciu teorijos seka, jei sary3is (1) lieka teisingas pa-
keitus jame dazni v.{f-(m) € B} daZniu

Vel fo(an) € B} = [—i]#{n <z fi(an) € B).

Tatiau galima suformuluoti ir paprastesni apibréZima.

Apibrézimas. Natiraliyjy skaiCiy seka 1 < a1 < a2 < ... (an — 00,n — 00) vadinsime
tikimybinés skaiciy teorijos seka, jei su bet kokia sveikujy skaiciy pora 0 < 1 < Q teisingas
asimptotinis sqryS$is

1 1

“#{n<r:a,=1(mod Q)} — 0 (z — 00). )

T

Palyginti nesunku isitikinti (Zr. pavyzdZiui, analogiska konstrukcija Elliott’o knygoje [2]),
kad taip apibréZtai tikimybineés skaiCiy teorijos sekai i§ tikryjy egzistuoja neapréZtai didéjanti
funkcijar(z) su salyga, kad tolygiai pagal visus poaibius B ir adityvigsias funkcijas f (1) sarySis
teisingas su daZniu v { f~(an) € B}.

Tikimybinés skaitiy teorijos seky yra daug

Deja, Zinant, kad ju daug, rasti bent kelias vistiek sunku. Tai tipi§ka metrinés skailiu teorijos
situacija.

Tegu g > 2 yra natiralusis skaitius (naudosime ji kaip skaiiavimo sistemos pagrinda), o
— vienetinio intervalo (0, 1) skai¢ius. Tegu

a=—-—+-—2+...=(q)0,d1d2..., d,‘E{O,l,...,q—l}.l
q q
Sudarykime natiiraliujy skailiy seka [g"a] =(g) didz...dn, Cia [] reidkia skaiCiaus sveikaja
dali, o indeksu (q) nurodome, kad uZra$a reikia suprasti kaip i3raiSka skaiiavimo sistemoje
q pagrindu. Ar seka [g"a] yra tikimybinés skaiCiy teorijos seka? Lengva nurodyti a, kad taip
nebiity. Taciau teisinga tokia teorema.

1 teorema. Su beveik visais a > 0 natiraliyjy skaiciy seka |q"™ ] yra tikimybinés skaiciy teorijos
seka.
Sis teiginys i$plaukia i§ 2 teoremos; ja pasiréme galime parodyti, kad yra daug ir kitokiy

tikimybines skaiiy teorijos seku.

2 teorema. Tegu 0 < m, < My, yra apréitos natiraliyjy skaiciy sekos, b, — neapréZtai
didéjanti realiyjy skaiciy seka. Realiajam skaidiui o« > 0 paZymékime B(n, @) = [bna). Tada
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beveik visiems o > 0 su bet kokiu € > 0

#{n < N : B(n, @) = my, (mod M,)}

= Z i T O 2 (log W(N))*/2+), 3)
n<N

Cia

Beveik akivaizdu, kad su b,, = ¢" ir M,, = Q, i§ 2 teoremos gausime, jog egzistuoja Rg C
[0, +00), )\(Rf?) = 0, kad visiems @ € Rg ir 1 < @ (2) sary§is teisingas; Cia ir toliau X Zymi
Lebego mata. Tada su visais a € liminf Rg = R ab,, yra tikimybinés skai&iy teorijos seka.
Tatiau A(R°) = 0, taigi 1 teorema iplaukia i 2 teoremos.

Svarbiausias 2 teoremos irodymo elementas — analiziné lema. Jos variantas irodytas V. Sp-
rindZiuko knygoje [4] (knygoje nurodomi ankstesni altiniai), mums reikalingas kiek bendresnis
teiginys, (Zr. [4], Lemma 1.5, p.13).

Lema. Tegu X yra erdvé su matu p, 0 < u(X) < oo, o fe(z) (k = 1,2,...) neneigiamy

M-maciy funkcijy seka, su skaiiais 0 < fr. < pk (k =1,2,...) tenkinanti sqlygq
/(Z(fk — )z <K Y ou
X ugkgw u<k<y

¢ia K yra absoliuti konstanta, o u < v bet kokie natiiralieji skaiciai. Tada su kiekvienu € > 0 ir
beveik visiems x teisingas sqrysis

D ful@) = 37 fi + O(&(N)'/*(log(®(N) +2))¥/* + max fi),

k<N k<N

Cia

2 teoremos irodymas. Pakanka (3) lygybe irodyti, beveik visiemsa € X, X = [A,A+1),4A >
0. Zymékime

B, =X nNn{a: B(n,a) =m, (mod M,)} (n=1,2,...).

Taikysime lemg su f, (z) = I(z, Bn) (I(-, A) Zymime aibés A indikatoriy) ir

fn= /X falz)dz = A(B,). “)
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Dydzius ., pasirinksime pertvarke integrala

Ha) = [ (3 (ele) = fo)

ugkge

Akivaizdu, kad

I(u,v) = Z C(m,m)+2 Z C(n,m),

ugmgv ugn<msv
¢ia
C(n,m) = /x(fm(lf) - fm)(fn(l') - fn)d-T = /’( fm(x)fn(x)dz - fmfn-
Taigi galime imti

Pm = C(m.m) +2 Z C(n,m). 5)

n<m

Vertinsime dydZius o, i§ virSaus. Akivaizdu, kad

Cimoin) = fun(l = fn) < frny  Clnem) = MBu O Brn) = f - fin. ©)
Sarysis B(n,a) = m, (mod Al,,) ekvivalentus lygybei

B(n,a) = [bpa] = my, + sMp,

Cia s yra sveikas neneigiamas skaicius. I Sios lygybés gauname

sM, +m, sM,+m, N 1 )

a € J(n,s). J(n.s)——-[ 5 5 5 )

Skirtingiems s intervalai J(n, s) nesikerta ir

B, =|J(XnJ(n.s9).

s

Visi intervalai J(n, s) yra vienodo ilgio, taigi
1 . 1
/\(Bn) = b—#{s J(n.s)CA}-{-O(b—) (7)

Salyga J(n.s) C X ekvivalenti nelygybéms

sM, m, sAT, + mn +1

< —
AS =+ 3 <3 v,

<A+1L
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Sias nelygybes savo ruoZtu galima pertvarkyti taip:

b, mn b, m, b,-—1
AMn—E S<AE—Mn+ M.

Skaitiy s, tenkinandiy 3ia salyga yra b, /M, + O(1). Tada i§ (4), (7) gauname

o=+ 0(51—). @®)

M,

Vertinsime A\(B;, N B;) (k < l) pradedami nuo akivaizdZios nelygybés
ABeNB) < Z ZA (k,t) N J(l, s)), )

Cia * Zymi, kad sumuojama pagal tuos t, kuriems J(k,t) N X # 0. Kaip nustatéme anksciau,
tokiy t yra by /M) + O(1). Vidiné suma nevirgija dydZio

b#{s J(1,s) N J(k, t);é(b}——#{s J(1,s) C J(k,t)} +0(b) (10)

Analogiskai kaip anksgiau, salyga J(I, s) C J(k,t) galima perrayti taip:

tM) + my < sM; +my S}\J[ +my + 1 th + my + 1 1
by = b b bl bi by

I§ ¢ia gauname, kad fiksuotam ¢ salyga J (I, s) C J(k, t) tenkinama nedaugiau kaip b;/(M;bx) +
O(1) intervaly. Dabar i§ (9) ir (10) gauname, kad

ABeNB) < Z*(M,bk (b )) = (—— +0(1))(Mtbk +0(x ))

arba

] 1 be 1
ABiN B 1y, 11
BeNB) < g + O+ 375 T 5) ab
Taigi i3 (6) ir (11) gauname
1 1 b 1
c no 1
(m) < 3 00 Y ares T b))
1 1 1
- (3 +060) (G + o)
b, 1 1 1 1 b,
<« b b« — 4 (12)

Mob. Tt T, T T M, <b. b
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¢ia pasinaudojome tuo kad, M, < 1. Dabar i3 (5), (8) ir (12) gauname
o<y 5— + = Z by.
n<m n n<m

Kadangi
#{n < N : B(n,a) = my (mod M)} = Z fala)

n<N
tai taikydami lema, gauname

#{n < B(n,a) = m, (mod M)}

= Z fat O(Q(N)”?(log@(N))”’*‘),
ng<N

&ia € > 0. Teoremos tvirtinima gausime pasinaudoj¢ lygybémis

Zf"_ZA_[JFO Zb)

ng<N n<N
1
W= ¥ o T (S SH)-
mgN mg<N n<m n<m

Lokalinis désnis beveik visur

Kokius tikimybinés skaiiy teorijos teiginius galima irodyti straipsnio pradZioje apibréZtose ti-
kimybines skai&iy teorijos sekose? Tai priklauso nuo patios sekos b,,. Pateiksime viena pavyzdi.
Tirkime funkcija f(m) = Q(m) — w(m), kartais vadinama Rényi funkcija ir susijusius su ja
lokaliuosius daZnius

ve{f(an) = u} (an = [bnal).
Ar su b, = g¢" $ie daZniai konverguoja i ribinius, kai x — 00? Deja, atsakyti i $i klausima
nepavyko. Tatiau galima nurodyti greiCiau augancios sekos pavyzdi, kai §is teiginys i§ tiesy
teisingas.
3 teorema. Jei ¢ > 1 irb, = q?", tai su beveik visais o > 0 egzistuoja ribos

ve{f({bra]) = u} = v(u) (z— o). (13)

Skaiciai v(u) sudaro nepriklausantinuo o diskretyji tikimybini skirstini.

Pastebésime, kad (13) sarySiui svarbi ne sekos b, nariy iSraidka, bet jy augimo greitis. Taigi
galima suformuluoti 3i teigini bet kokioms pakankamai greitai augantioms sekoms b,. Kita
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vertus galima ji suformuluoti ir kitokioms funkcijoms: adityviosioms funkcijoms su salyga
f(p) = 0 (Zr. [1]) arba funkcijoms, kuriy reik§més f(n) ,retai* priklauso nuo n kanoninio
skaidinio bekvadratés dalies, t. y. tokioms funkcijoms teisinga salyga

S (= s # £ T] )} < oo

P |In
a>1

Literatiira

[11J. Kubilius, Tikimybiniai metodai skai&iy teorijoje, Vilnius (1962) (rusy k.).

(2] PD.T.A. Elliott, Probabilistic Number Theory: mean value theorems, Springer Verlag, New-York, Berlin, Heidelberg
(1979).

[31B.T. Cnpunmkyk, Mempusecxas meopus duopanmoswt npubauacenuil, Mockpa (1977).

[4] G. Harman, Metric Number Theory, Clarendon Press, Oxford (1998).

The probabilistic number theory and continuum

V. Stakénas

Let b, be a sequence of real numbers increasing unboundedly, > 0 and B(n,) = [bac]. The
conditions on b, are considered, which imply the regularity of distribution of B(n, «) in arithmetic prog-
ressions for almost all & > 0. This allows to develop a piece of probabilistic number theory on sequences
B(n, &) for almost all o« > 0.



