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Darbe nagrinéjamas tiesinio programavimo uZdavinio

CcTX = F — max (1)
alX < bj, j €M, M={l,...,m} @)

sprendimas, panaudojant bazinio sprendinio elipsoida ir nebazinio sprendinio atvirk3ting mat-
rica. Cia

CT = (617625 . "cn)s XT = (-T],I2, .. "xn)s a’Jr = (ajl7aj2v .. -»ajn)-

Pastebésime, kad apribojimai z; > 0, i € N, N = {1,...,n}, N C M, jei jie bitini,
keitiami i apribojimus —z; < 0. UZdavinio (1)—(2) sprendimui neivedami jokie papildomi
kintamieji ir nekeliamos kintamuyjy neneigiamumo salygos, batinos daugelyje Zinomy tokio uz-
davinio sprendimo algoritmu.

Simplekso metodo pagrindas — iteratyvi procediira, leidZianti, pagal tam tikra taisykle per-
skaitiuojant (1)-(2) koeficientus, per baigtini zingsniy skailiy pasiekti tiksly uZdavinio spren-
dini. Sprendimui reikalingo maksimalaus Zingsniy skai¢iaus baigtinumas akivaizdus (Kmax <
Cn), tatiau ty paciy matmeny (n, m) uzdaviniuose biitinasis Zingsniy skai¢ius gali biti labai
skirtingas. Praktiniy simplekso metodo taikymu statistika rodo, kad uZdaviniui (1)—(2) i§spresti
biitinas Zingsniy skaiCius retai kada daugiau nei keleta karty virdija uzdavinio matmenis. Ta-
&iau yra uZdaviniy, kurie simplekso metodu neiveikiami per priimtina sprendimui skirta laika.
PavyzdZiui, Klee-Minty uzdavinys

on=lg, + 2"=2z5 +...20,-1 + Tn — Max

T < 5
4T + o)) <25
8T, + 4y +T3 <125

"z, + 2" lzg +... 4 4Tp1 +Tn <57
z;>0,ieN,N={1,...,n}

simplekso metodu i§sprendZiamas per 2" 7ingsniu, pradedant sprendima nuo nulinio bazinio
sprendinio. Palyginti kukliy matmeny (n = 50, m = 100) Klee-Minty uZdavini tekty spresti
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kelis deSimtmetius. Taip yra dél to, kad simplekso metodas ,,Zingsniuoja* uZdavinio leistiny
sprendiniy srities pakra$Ciu, kuriame biitinai yra optimalus sprendinys. Deja, neretai $is kelias
bina ne pats trumpiausias. Sukurta kitokiais prmcnpals grmdilamu (1)~(2) uzdavinio spren-,
dimo metody. Paminétini apibré¥ty ir xbreitq ehpsondu, Karmarkaro (vidinio tagko) metodai.
Labiausiai paplites konkurentabilus simplekso metodui ir net efektyvesms uZ ji yra polinomialus
Karmarkaro metodas. Darbe pateikiamas metodas, skmmgal nuo apibreZty ir ibréZty elipsoidy,
elipsoida naudoja ne srities, kuriame yra optimalus sprendinys nustatymui, o krypties i optimaly
sprendinj apskai€iavimui. Darbe pateikiamo metodo idéja realizuojama tokiais etapais: 1) i§ ba-
zinio sprendinio apribojimy konstruojamas elipsoidas; 2) optimizavimo kryptis, garantuojanti
tikslo funkcijos didéjima ir iSliekanti leistiny sprendiniy srityje, apskai¢iuojama panaudojant
elipsoida; 3) tikslo funkcijos vektorius projektuojamas j nebazinio sprendinio poaibi, pasinau-
dojant nebazinio sprendinio atvirkstine matrica.

Bazinio sprendinio elipsoidas

Tarkime, kad rastas bazinis leistinas neoptimalus sprendinys. Bendrumo nesumaZinsime saky-
dami, kad jis sudarytas i§ pirmyjy n (n < m) sistemos (2) apribojimy. Bazini sprendinj pilnai
nusako bazeés apribojimy vektoriy matrica A = (a,, az, . . ., @, ), jos atvirkitiné matrica A~ ! bei
vektonal B = (b, b, ...,by) ir C. Zinoma, kad bazinis sprendmys Xp = (AT)“IB (kuriame
cT Xp = Fg) optimalus, jeigu tenkinama salyga

ATlIC=P3>0, f BR©

ty.jeipi >0, Vie N, Ne M CiaPl = (p1,p2,- - -,Pn). Bazinio sprendinio élipsoidu
vadinsime funkcija

QX) =" (aJX —b;)?, | @
JEN

realizuojancia maZiausiy kvadraty metoda visy bazinio sprendinio apribojimy plokstumy (hiper-
plokstumy) atzvnlglu Nesunku jsitikinti, kad (4) — teigiamai apibréZta kvadratiné forma, kurios
VQ(X) = AATX - AB. Elipsoido centras X = A7'B - lygties VQ(X) = 0 sprendmys - su-
tampa su baziniu sprendiniu. Tegu F; = CTX > Fj. Tada uzdavinio Q(X) + )\(C X-F)—
min sprendinys ( A-LagranZo daugiklis, A < 0) — ta3ko O, kuriame plok$tuma F} lie¢ia nenuli-
nio turio elipsoida Q(X) yra:

Xo =Xp-AAT)"'A"'C =Xp +BAT)'P, = -2 > 0.
I3 kitos pusés, Xo — lygties VQ(X) = BC sprendinys, t.y. spindulyje

Xo =Xp +6(AT)"'P, B>0
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4 (“)Tx_ bv-o

1 pav. Optimizavimo krypties vektoriaus V apskai€iavimo iliustracija.

elipsoido gradientas kolinearus tikslo funkcijos (1) vektoriui C. Vektoriy Py, = (AT)“P vadin-
sime optimalaus sprendlmo lietimo vektoriumi (1 pav) Bazinis sprendmys optlmalus jei taske
X, tenkinama salyga ATX — B > 0. I3 tikrujy (A ATX-B)o=A Txp+ ﬁ(A )”P) B=
AT(AT)-1P+ BAT(AT)-1P)—B = B P > 0.T.y. tenkinama (3) salyga. Salyga ATX ~B > 0
reiskia, kad bet kuriame spindulio

Xo=Xp +pAT)'P, >0

ta¥ke né vienas apribojimas néra tenkinamas grieztai. TaSka O vadinsime optimalaus sprendinio
vaizdu elipsoide. Koks ta¥kas biity neoptimalaus sprendinio vaizdas ehpsonde” Tarkime, kad k-
asis (k € N ) bazinio sprendinio apribojimas tenkinamas grieZtai, t.y. ak —br < 0. Netenkinama
salyga A Tx B> > 0, todél bazinis sprendinys neoptimalus. Naudosime funkcija

QX)—k =D (alX - b;)?
JEN
i#k
sudaryta tik i§ grieZtai netenkinamy apribojimy. VQ(X)—x = A_(AT) kX — A_4B_;.
CiaA_yx = (a1, ay,...,a, =0,...,a,) — matrica A, kurioje vektorius a, pakeistas nuliniu
vektoriumi. B_y = (b1, ba,..., bk = 0,...,bn) - vektorius B su k-aja nuline komponente.
Tada (VQ(X)—k)o = BA_kP_k. (P_e)T = (p1,P2,.--,Pk = 0,...,pn) — vektorius, ku-
rio k-asis elementas nulinis. Vektorius BA _¢P_x — neoptimaly sprendini charakterizuojan¢ios
plokstumos D vektorius. Xy — elipsoido Q(X) lietimosi su plok§tuma D tasko N koordinaciy
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vektorius: Xy = Xp + ﬂ(AT) ~1P_,. Tatka N vadinsime neoptimalaus sprendinio vaizdu elip-
soide, o vektoriy Dy, = ,B(AT)”“P_ k — heoptimalaus sprendinio lietimo vektoriumi.
Apskai&iuosime funkcijos Q(X) reik¥mes tafkuose O ir N, pries tai apskaitiuodami atskirus

funkcijos démenis. Tam jvesime paZyméjima (O+j)T =(0,0,...,0;=1,...,0). Ty. (0+j)T
— beveik nulinis vektorius su vienetine j-aja komponente. Tada

(alX—b;)o=a] (Xp+B(AT)'P)~b; =(04;)TB+5(0.,)TP b, =fp;;

(8] X—b,)n =a] (Xp+B(AT)"P_i) ~b; =B(04;)"P_x=Fp;, Vi€N, j#k;

(aFX—b)n =a3 (Xp+B(AT)"'P_i)—b =bx+B8(0.4,) TP_ —br =0.

ISvada: taskas N (neoptimalaus sprendinio vaizdas elipsoide) priklauso visoms grieZtai tenki-
namy apribojimy plok§tumoms. Funkcijos Q(X) reik§mes tafkuose O ir N yra:

QX))o = (> (@I X-b)%0 = 3" %% = B2PTP = 1o;

JjEN JEN
QXN = (Y (@lX - b))y = 3 f%p? = B*PTP = 1.
o i

Akivaizdu, kad (Q(X))o > (Q(X))w , t.y. taskas N priklauso maZesnio tirio elipsoidui.
Vektoriui ﬁ(AT)‘lP_;c parinkus daugikli o > 0, galima pasiekti, kad (Q(X))o = (Q(X))n-.
Gautume a? = (no/nn) > 1, kainy # 0.

Sudarysime naujos optimizavimo krypties vektoriy V = Py — aDy, t.y. vektoriy i§ neopti-
malaus i optimaly sprendinio vaizda elipsoide. Galima jrodyti, kad vektorius V = P;, — aDy,,
kai o € (1,m0/nn), tenkina salygas

c'v>o )
alv<0, jeN (6)

t.y. garantuoja tikslo funkcijos (1) didéjima, o taskas S (Xs =X B + €V, su kiek norima maZu
€ > 0) priklauso leistiny sprendiniy sri¢iai.

Sprendimo metodas

Tegu X g — leistinas neoptimalus bazinis uZdavinio (1)—(2) sprendinys. Pradedant sudaryti naujo
sprendiniobaze A = A~} =1, , t.y. naujosios bazés matricos vienetinés. Naudosime vektoriy
U. parodanti naujos bazés matricy A ir A7! uZimtuma apribojimy vektoriais. Jei ux = 0, tai
k-tieji A ir A" stulpeliai laisvi, t.y. ax = (0,0,...,ax = 1,...,0).Jei ux = v (r € M), tai
k-asis A stulpelis uZimtas ir a = (ar1,ar2, .. ., Grn). Pradedant sudaryti naujo sprendinio baze
U =0. Tegu x® sprendinys po z naujos bazés sudarymo Zingsniy. X© =xjp.

z = 1. Spidulyje X = X© 4+ V(@*¢ ¢ > 0 ieskomas artimiausias apribojimas Jeigu (b; —
aJTx(")) /a;rV <0, VjeM, j &N (NS - senosios bazés indeksy aibe), tai leistiny sprendiniy
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sritis neapribota ir, vektoriui V tenkinant (5) salyga, tikslo funkcijos reik§mé neapréZtai didéja.
Tarkime, kad k-asis apribojimas — artimiausias, t.y. tx = tmin > 0. Tada xM = x© 4 V*tmin
- leistinas nebazinis sprendinys, nes akTX(l) — b =0ir a;[X(” —-b;<0,7€M, j#k. Tai
seka i¥ (6) salygos. Be to F(1) = F(0) 4 CTv*t,, > FO). Tai seka i3 (6) salygos.

aT = A7 la, = (d1,dg,...,dn). Atsiras bent vienas d; # 0, 7 € N. PrieSingu atveju
a; = 0, t.y. rastas perteklinis apribojimas (nes OX — by < 0), kurj galima paalinti i§ apribo-
jimy sistemos (2). Yra dvi apribojimo vektoriaus jvedimo j baze galimybés: 1) pagal max(di),
t.y. pasirenkant toki laisva matricos A stulpeli, i kurj ivedant minimizuojama A~! skaiiavimo
paklaida; 2) pagal max(c; %),, t.y. laisva matricos A stulpeli, i kurj jvedant maksimizuojamas
tikslo funkcijos pokytis.

Tarkime, kad pasirinktas pirmas matricos A stulpelis. Tada

(A'l)(1)=< (A7) -0 >;

-1
—Qk—1" A(k) In—l
gia (A-1)D = a/ay; - bazinio minoro matricos atvirkstiné matrica.
n

(—ak)-1- (A1) = (—aka/ak1, —ak3/ak1, - - -, —ak2/ak1)-

z = 2,...,n. Siekiant i$laikyti sprendini leistiny sprendiniy srityje, nauja optimalaus
sprendinio paiekos kryptis apskaiiuojama, tikslo funkcijos vektoriy C projektuojant i k =
(n — z + 1)-mate briaung, sudaryta i$ z i nauja bazg ivesty apribojimy vektoriy.

Po z Zingsniy nebazinio sprendinio atvirk§tiné matrica (A~! )(#) — projektyviné matrica, gau-
nama palaipsniui uZpildant matrica A i nauja baz¢ itraukiamais stulpeliais, turi tokia struktura:

(A—l)(z) = ( (A;l)(z) 0 > . )

—Qk—1" A(—kl) In—l

Galima irodyti, kad po z Zingsniy gaunamas optimizavimo krypties vektorius v =
CT(Ok, (A~1)()C) patenkina (5) ir (6) salygas.
Trumpas uZdavinio sprendimo elipsoidy metodu algoritmas:
1) jei V =0, toliau 4);
2) spindulyje X = X&) + V{®*t, ¢ > 0 ieskoma artimiausio apribojimo;
3) vektorius V apskaiiuojamas:
a) naudojant bazinio sprendinio elipsoida, jei z = 1,
b) naudojant nebazinio sprendinio projektyvine matrica Al jeil<z<n;
c) toliau 1);
4) pabaiga.

Metody palyginimas

Uzprogramuotas elipsoidy metodas lygintas su simplekso metodu reikalingo uZdaviniui spren-
dimo laiko poZiiiriu. Metodai lyginti, sprendZiant Klee-Minty uZdavini.
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Sprendimo laikas
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2 pav. Klee-Minty uzdavinio sprendimo laikas elipsoidy ir simplekso metodu.

Pastebétina, kad Klee-Minty uZdavinys, o tuo paiu ir sprendimo laikas, pilnai apibiidinamas
kintamyjy skai¢iumi n, su kuriuo susijes apribojimy skaicius (visada 2n) bei uZdavinio koefici-
enty 5™ eilés reik¥mémis. Nenaudojant dvigubo tikslumo aritmetikos, elipsoidy metodu pavyko
i¥spresti Klee-Minty uZdavinius visiems n < 25, t.y. kol uZdavinio koeficientai pasieké 525 eilés
reik§mes.
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Comparison of the ellipsoid and simplex methods

E. Laurinaviéius, D. Ragkiniené

The ellipsoid method is presented. The least squers functional of the basic solution linear constrains
is used as ellipsoid. The Klee-Minty linear programming problem is used to compare the ellipsoid and
simplex methods.



