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Logaritminés eilés p; > 1 begalinio indekso
nehomogeninis krasStinis Rymano uZdavinys sudétiniam
Dini-LipSico konturui

Petras ALEKNA (SU)
el. pastas: alekna@fm.su.lt

Sudétiniam Dini-Lipsico kontdirui L = (Jj, L;, tenkinan¢am [1] darbe suformuluotas
salygas, nagrinéjamas nehomogeninis krastinis Rymano uZdavinys: rasti dalimis analizine funk-
cija ®(2), kurios ribinés reiksmes ®*(t) kontiro L = L\ {0, oc} taSkuose tenkina tiesing
funkcine lygti

®t(t) = G(t)d(t) +g(t), telL. (1

Duotosios funkcijos G(t), g(t) tenkina salygas (j = 1,m):

9(t), InG(t) € Dp(L®), L°=LnN(|z|<R),

In|G(t)| € Dy(L}), L =1L, \Lg’, p>2; @

arg G(t) = p;(t)Inf/|t], te L}, 1<p; <oo, 3
tia 0 (t) € Dary(L3). ip5(00) = Ajé N A0 >t

9(t) € D, (L}), 7 >p;+1, ¢(0)=g(c0)=0. 4

L3-eiles v; > p; +2 Dini-LipSico kontiiras. )

Uzdavinio (1)-(5) sprendinio ieSkosime analiziniy ir apréZtyjy kreiviniuose kampuose D;
funkcijy klaséje B.

Logaritminés eilées o > 1 begalinio indekso krastinis Rymano uZdavinys vienajungei sriCiai
D, apribotai paprastu glodZiu begaliniu Dini-Lipico konttru, i$nagrinetas P. Jurovo [2]. Siame
darbe P. Jurovo rezultatai apibendrinti sudétiniam Dini-LipCico kontiirui.

I§ funkcines lygties (1) tiesiSkumo i3plaukia, jog pakanka rasti nehomogeninio uZdavinio
(1)-(5) atskiraji sprendini ®o(z) € B. Tada 3io uZdavinio bendrasis sprendinys

B(2) = Bo(2) + ¥(2),
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¢ia U(z) = X(z)F(2) atitinkamo homogeninio uzdavinio (g(t) = 0) bendrasis sprendinys
klaseje B [1].

Sio darbo tikslas — rasti atskiraji sprendini ®o(z) € B. Cia galima naudotis darbuose [2],
(3] panaudota atskirojo sprendinio radimo schema. Kai A;, p; tenkina homogeninio uZdavinio
i¥sprendZiamumo salygas klaseje B [1], nehomogeninio uZdavinio (1)—(5) atskirasis sprendinys
nusakomas formule o

\I/o Wo(2) g(t)dt
o /\Iﬂ‘ (t — 2) _Z 2mi L/\Il+(t)(t-—z)’ . ©

tia Ug(2) = [Iio; Fr(2)Xk(z) - klasés B homogeninio uzdavinio atskirasis sprendinys,

X(z)=HXj(z)=Hexp —z—,/ln—G(?idT @)

7(T — 2)
Lj

kanoniné funkcija, kurios savybés i¥nagrinétos [ 1] darbe, o sandauga [1—; Fx(2)Xk(z) imama
pagal pazymétuosius indeksus k, kuriems g}, = max; j, <m Pii it Xy = 25, Aj > 0.

T(T—2)
ik

X;5(t) kontiiro L, ta¥kuose (teL3,) formulé yra Zinoma ([2], p. 281):

Kanoninés funkcijos dalies Xx(z) = exp {27” [ ]—"(—g(—ﬂ dr} kairiniy ribiniy reik§miy
L

i iN (271)Pk In|t |
X7 (t) =exp {-——:)L—+—1——IBPL+1 ( i +ipo In[t] + for (1) (8)
tia By (w) = Ep“O]“ C’ L1 Biwfitt=t - Bernulio daugianaris, 7o = (2m)~?!

x In|G(o0)|. fy (t) € Dy, (L], ), ;m = min(p — 1, &, — ok — L%, — P — Loko — {pi})s
ko = 3. kai [p}] — lyginis skaiius, kai k = 2, kai ] - nelyginis skaiius.

Kadangi ribiniy reikmiy X' (t) asimptotin¢ formule (8) yra Zinoma, tai sveikaja funkcija
F}(z) konstruosime taip, kad

IFu) X7 (1) =0(1), kai t—oo, telLj cLi,.

Sia salyga tenkinan&iy sveikjy funkcijy yra daug. PaprasCiausios iS ju bus tos sveikosios funkci-
jos, kuriy nuliai i¥déstyti viename spindulyje arg z = 7 + Bx (parenkamas artimiausias kreivei
L;, spindulys arg z = Bx).

Sveikaja funkcija Fi(z) apibréSime tokiomis lygybemis:

=Jla+ (k) ), Re(lnr® — i)™ = (2n - 1)m(\,) ", ©)

n=1
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Gar®) > 0—lygties Re(Inz — mi)Pk = (2n—1)7(\,)~", n=1,2,3,...did%iausioji realioji
Saknis.
Sveikaja funkcija F(z) isreiskiame Kosi tipo integralu

E(} + 2 Re(lnz — mi)*)
Fi(z) = exp ze*8 / (@ £ 267 dz
RO

Zinoma ([5], p. 53), jog kiekvienam 2

L ;‘—;’;Re(lnx - wi)p"')

=InF
@ + 2] dz = In Fi(u),

in Fu(2)l<l| [ 2

(k)
™1

Gia |z| = u.
Todél pirmiausia nagrinésime funkcijos In Fi (u) savybes, ja pertvarkydami taip:

7 Mgl (z) AU 7 Re(lnz — i)
= —k d L - d
In Fi(u) = u / z(z + u) z+ 2w z(z + u) *
(%)
™

=K, (u) + I, (u), (10)

Giangy ;) = E(3+ %;‘:Re(lnz - m’)pl) - %;‘;Re(lnx - rri)p;‘.
Veliau ivertinsime funkcijy skirtuma In Fi(t) — In Fi(|t]) = np (¢). kai te L]}
Suformuluosime pagrindinius rezultatus, kurie irodomi analogi$kai samprotaujant kaip [3],

(4].

1 lema. Funkcija K o, (u), kai pj, > 1, yra tolydZiojiir apreéZtoji intervale 1<u<00, o jos isves-
tiné, kai u>R > 1, (u#00) tenkina nelygybe

W] A

Su(lnu)ft

0 < A, = const.
k

‘du

2 lema. Kai p}.>1 ir u>R, funkcijai I; (u) teisinga asimptotiné formulé

[pi]+1

1
A (Inw)#it Ak Z +1|Bl| @2m)' " (Inw)f 1t 4 S, (),

I ’ =
A= Sl ¥ D) A1

Cia Spl (u)e@ko_{p“ (R + e<u<goo), € > 0.
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Funkcijos

_ _ i(argt—LBi) ————np;“(x)
Ny ()= In Fie(t) — In Fi(ft]) = [t](e V| Groe+m
(k)

™1
kontiro L}, taSkuose savybes nusakomos

3lema. Jeigu p; > 1 ir L3} —eilés v;, > Pk + 2 Dini-LipSico kontiiras, tai:
1) funkcija 1, (t) tolydzioji ir apréZtoji kontiiro t€ L3* taSkuose ir

li (t) =0;
. My, (1)

2) teisingas funkcijos 1, (t) iSvestines ivertis:

d”’lp;,(t)t B < B, = const
[ .

dt | Sjeln2ely e

4 lema. Jeigu p;. =1, L}" — eilés v;, > pi. + 2 Dini-Lipsico kontiras, Fy.(z) — apibréita (9)
Ivgvhémis sveikoji funkcija. tai tasko t = oo aplinkoje (tGL;:) teisinga asimptotiné formulé:

[ok]+1

AL (In [t])Pxt1 A _ el
k( ||) _ k Z C:,;+1|Bll(27r)l l(ln|t|)p"+l l
=2

2r(pp +1) e +1

-

+SPL (t) + Rp/'c (t)}‘

cia Ry (t)=n,, (t) + Ky (It]) = apreéztoji funkcija kontiiro t€ L3} taSkuose, o jos isvestiné ten-
kina salvgaq

Eo0< J\Ip; = const.

dRy ()| M,
1 dt ‘\ It]

Sy, (8)EDko— (o} (L}0)-

5 lema. Jeigu patenkintos (2), (3), (5) salygos, sveikoji funkcija F.(z) — nusakyta (9) lygybémis,
Xt (t) = (8) formulémis, tai visiems t€ L}y teisinga iSraiSka

Ti(t) = F(O)X{ (1)

. Nk '
= exp {t(no Inft} + ﬁ(argt — Bk —m) In* [t]) + Sy (8)+ f (t)+Rp;(t)} :
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kurioje funkciju Sp (), fp (t) ir R, () savybés nusakytos (8) formuléje ir 4 lemoje.
I$vada. Kadangi funkcijos S (t), fp; (t), Ry, (t) yra apréZtosios konttiro L7 taSkuose, tai
|1n |93 (1] = | In | Fi(8) X} (1) |, = const.

6 lema. Jeigu patenkintos (2)—(5) salygos, sveikoji funkcija Fx(z) nusakyta (9) lygybémis, tai
(6) integralo tankis

g(t)
(1)

gl(t)E GDPn(LJ'k)a

cia po = n}in(.u'jkarjk - /)jk) > 1

1 teorema. Jeigu X}, > 0, o sveikosios funkcijos Fi(z) (k = 1,s) nusakytos (9) lygybémis,
X (2) - kanoniné funkcija (7), tai nehomogeninio uidavinio (1)— (5) atskirasis sprendinys (6)
yra apré$tas kreiviniuose kampuose D; (j =1,m).

2 teorema. Jeigu patenkintos atitinkamo homogeninio uZdavinio iSsprendZiamumo sqlygos [1],
tai logaritmines eilés p;>1 begalinio indekso nehomogeninis krastinis Rymano uZdavinys (1)—
(5) apréstujy funkcijy klaséje B turi be galo daug sprendiniy, isreiskiamy formule

v
B(z) = 2o2) / IO gr 4 F)X (),
2m ) WG (7)(1 - 2)
L
gia Wo(2) = [Ii_, Fx(2)Xx(2) — atskirasis apréZtasis homogeninio uZdavinio sprendinys,
X (z) - kanoniné funkcija (), Fx(z) — sveikosios funkcijos, nusakytos (9) lygybémis, o F(z)
— bet kuri nulinés eilés sveikoji funkcija, kuriai tasko z = oo aplinkoje teisingas asimptotinis

{vertis

Anftl 2|

el o § 0 p+1 P
27r(p+1)(1+ (In”** |2])),

In|F(2)|<

gia p = maxigjgm pj, A = max; Aj > 0.
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The inhomogeneous Riemanian boundary - value problem with infinite
index of the logarithmic order p;>1 for complex Dini-Lipshitz contour

P. Alekna

Special choosing entire functions, the general solution of the problem in the class of bounded and
analytic functions is obtained.



