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Kreivumo teorija atraminiy elementy erdvéje Y,
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Ivadas

Atraminiy elementy erdviy kreivumo teorija buvo sukurta B.Laptevo [2], V. Blizniko [1] ir kity
geometry. PlaCiausi apibendrinimai atlikti V. Blizniko, kuris parodé, kad $iy erdviy geometrijai
vystyti turi biti duoti du fundamentalieji afininés sieties ir tiesinés sietés objektai.

Siame darbe mes nagrinéjame atraminiy elementy erdve, kurioje atraminis objektas yra ant-
ros eilés diferencialinis geometrinis objektas. [rodyta, kad Sioje erdvéje tiesinés sieties objektas
pilnai nusako erdvés geometrija. :

1. Atraminiy elementy erdvé Y,,

Tegul V,, yra n-maté klasés C" diferencijuojama daugdara, kuria mes vadinsime baze (arba
bazine erdve). Kiekviename daugdaros V,, taske = (xl T2 ..., :r") prijungsime objekta yx. Si
objekta laikysime atraminiu objektu. Pora (.7:", yk) vadinama atraminiu elementu. Gauta atra-
miniy elementy erdve paZymésime Y;,.

Sioje atraminiy elementy daugdaroje nagrinésime tokias koordinaiy transformacijas:

7 = fi(z"), (1.1
i83aukiancias atitinkama atraminio objekto yx kitima:
Ji = gfuk + fEok, (12)
kur
,_ox o
=5 = GprggEr
oz’ : 0%zt

i__ I P e eee— . .. = 1,2.3.....m).
g9; = 973" 9k 971 9%k’ y (1,], k, 1,2. 3 n)

Jeigu erdvéje Y, duotas diferencialinio-geometrinio objekto I';; (I';; = T';;) laukas, kurio
komponentés transformacijy (1.1) ir (1.2) atveju kinta pagal taisykle

T k
Tij = 9 9iTw — ghup — 985 f7 — Fopgiadh (1.3)

tai objektas I';; (z, y) vadinamas tiesine sietimi [1] erdvéje Yi,.
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2. Sietys atraminiy elementy erdvéje Y,

Nustatysime vektoriniy lauky mvanantlm d1ferenc1av1ma taip, kad tenzoriaus d1ferenc1alas butq

tenzoriumi. :
Vektorinio lauko £* (z, y), kurio komponentés kinta pagal désm & = f,cg" invariantinj di-

ferenciala nustatysime objekto I'i » Pagalba, kur

i Ol
= @.1)

Rasime I' ik transformacijy désni, jei koordmates kei¢iamos (1.1) ir (1.2) désniais.
lT‘jk = gjgquz - !]jkyp - g;pgkfft _yfrg;k,tp’

% = gty + flotas

o, 6y 3?! i P fi
1 q s p  _JP _ I+ fi
k= _—9_1 = ?gk : 'a_i T 6‘~ gjgkf; Zl 9ikJp

nes
_ 9y ;
ytzfiyt+g;ifz‘ld’ '65:‘ =fs
Taigi, T}, yra afininés sieties objektas. Vektorinio lauko £* (x, y) invariantini diferenciala
apibréSime taip:

D¢ = dg* + €¥T} dz”. (2.2)
Parodysime, kad D¢ kinta pagal tenzorinj désni;

D¢ = fiD¢*,

D¢ = dE' +£T} dz”
= (£;6) + (f5€°) (ghabfiTn + figkp) (fPdz?)
= fid€? + ¢ fipda* + fie°TTda’ + ¥ figk, fP€0da?
= fide* + fiTkPdx® = fiDE

nes

& fixda® + f§ figh, P& da? = € fida? + fE figh fP€%da?
= Esdx] ( sj + fffl fJ",gkp) .
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a(6; . 9(fidgl ) .
Be to, %}2 =0, tai —(‘9#:,’—52 = fligk + fiff gk, = 0.
Padauginus abi paskutinés lygybés puses i§ f¥, turésime:

fiu+fEfifrgk, =0, ty. fi+fEfifPgh, =0.

3. Pfafo iSvestinés

Jeigu f (z,y) yra C? klasés skaliariné funkcija, apibréZta Yy, tai $ios funkcijos invariantinio
diferencialo tiesinés idraiskos per formas dz' ir 8y = dyk; + [kijdz? koeficientai vadinami
nagrinéjamos funkcijos Pfafo i§vestinémis.

Rasime $ias i§vestines.

Kadangi
_of ., of ,  _(of Of s, Of
df (x,y) = %dz + a_ykdyk = ((%i - Mrks dz® + Bur bk,

tai jvede paZymeéjimus

r ., of B of
a‘l.f" 61‘1‘ -6_:!—/:1-""’
r af
ok =2

7= bu

galésime uZraSyti

r . L
df (z,y) = 9; fdz* + 0* f6k.
r r
d; f vadinsime pirmos rii$ies i§vestine, o &% f — antros riifies. Jos yra tenzoriai.
Antryjy pirmos rigies Pfafo i¥vestiniy alternavimas duoda:

r T Fk
29 : 8 f = 0% f Rijx, 3.1

kur

Ol Oy, Oliyp Ol

Rije = orI losi Oy Oy,

Ty;. (3.2)

Teorema. Pirmosios Pfafo isvestinés ir Rjx yra tenzoriai.

[rodymas. 1§ skaliarinés funkcijos diferencialo formos invariantiSkumo seka

r . L T A .
df = & fdz* + 0" fOr = 0; fdz* + 0" fOk. (33)
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Kadangi (3.3) lygybe nepasikeiia kintant dz* ir 6, tai

r T

?f = f190;f, : , (3.4)
T Iy

O f=gkorf. (3.5)

Tokiu bidu, skaharmes funkcijos pirmosios Pfafo iSvestinés yra tenzoriai.

Parodysim, kad 6 i 6 j1f yra tenzorius.
I§ (3.4) gausime:

Q-
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&,,‘
Il
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Lo
S
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Analogiskai gausime:

F F t r t rr
0;0;,f =9i;0 f + 4.9, 80 f.
Paéme skirtumg, gausime:

TT TT .l rr rr
89, f 0,0, f = gl (a, 8 f - i, f)‘. 3.6)

[

I3 formuliy (3.4), (3.5) ir (3.6) i8plaukia, kad R;; taip pat tenzorius.

Tenzorius R; ;i vadinamas Y, kreivumo tenzoriumi. Jeigu R;j; = 0, tai pirmos risies ant-
rosios Pfafo i§vestinés yra simetrinés bet kokiai skaliarinei funkcijai. Siuo atveju tiesiné sietis
vadinama ploks¢ia.

4. Kovariantinés iSvestinés ir Ri¢i tapatybes
Formule (2.2) galima perra$yti tokiu biidu:

DEi — kaidl‘k + vkgiok‘ . (4])
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kur
. r . .
Vi = 0k & +EPT, (4.2)
r
Vkéi — 8’6 g’i. (43)

Dydziai V£ ir V*¢¢ vadinami pirmos ir antros riisies kovariantinémis i§vestinémis. Ana-
logidkai apibréZiamos ir bet kokiy tenzoriy kovariantinés i§vestinés.

r
) i i pri  _ iTP
Pvz. ViT} = 0k T; + T T, T
Teorema. Kovariantinés isvestinés V€ ir V€' yra tenzoriai.

[rodymas. Kadangi D¢*, dz* ir 6, yra tenzoriai, tai

DE; = fiD¢*,
dz* = fFdz!, (4.4)
6 = gi6;, 4.5)

Vi€idzk + VFEED, = fi (Vi'dz® + V*E'6r) .
Istatius i $ia formule atitinkamas (4.4) ir (4.5) i8rai3kas, gausime:
Vifidzk + VEEB, = figtV,£ldT* + f] fEVE b

Kadangi Sios i¥raiSkos turi biti patenkintos bet kokiems dz* ir 9, tai

flaL V., (4.6)
fifEvee, (4.7)

.
@két
kas ir jrodo teorema.

Kovariantiniy vektorinio lauko antrosios eilés i3vestiniy alternavimas padeda gauti apibend-
rintas Rici tapatybes.

Kadangi
. r . .
Vi€ = 0 & + &P F;kv (4.8)
kur
R SO .
akf—ﬁ r a&—ayky
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tai
. r ) . .
Vi (Vi€) = 81 (Vi€') + Vi€°Ty — VoE'TY,
) . r ) )
=08, (Vi) — 0" (Vi€') Tu + <3k £+ §pr‘;k) s — V&' Ty
=0 (6h€' — 0"ETux + €pF:,k) — 0" (k€' — 0"E'Tox + §pF;k) Tu
+ (Ok€® — 8"E°Tux + €PTy;) Ty — VLETY,
= alakﬁi - 8,6"{"1“,,,: - 8,[‘,,@”5‘ + Blfpl‘:,k + E”B,F;;k
— (8"0kE* — 8*0VE T — 8YE'0'T ok + 0'€PTy + O'TyilP) Ty
+ (0k€® — 8“€°Tur + €PT3;) Ty — V€T |
= OOE" — 00V E' Ty — 0'E' ATk — B'€PT Ty — EPO' T T + 0E°TY,
— "€ Tukll; + EPO Ty — 0°OkE'Ty + EPT3, Ly + 8°€'0'Tuk T
000V E T — €T T, — V,ETY,.
Vi (Vi€Y) = 0kBi€" — 018°E'Ty1 — 8Y€' 0k Tt — 3" €PT Tk
—gPB‘F;,Ftk.Jr 6:£3I‘§k - 6u§srulrik + £p8kP:,1 - atalfirtk
+£”I“;,Fik + 8T Lok + 0'0YE' Ty — 8“E Tl — V€T

Alternuojant pagal indeksus k ir [, gausime:

—2V V€' = VVi€' = Vi Vi€
= &° (204 Ty — 20' Ty Ty + 24 Ty )
—2V,£'Tfy — 8'€" (T wk — 0Tt — 0"TexTut + 8°Tuluk) -

Tokiu biidu,
OV V€' = EPRY, — 2V,€ Ry, — '€ Ruu, 49)
kur
Rie =2 (84T — 0'Th Ty + T Ty ) (4.10)
Ry, = I-‘ilkz] @10
ir
Ruk =2 (T ry + 0T Tpupiy) - 4.12)

Tenzorius R, vadinamas erdvés Y, sukimo tenzoriumi, o tenzorius R}, — tos patios erdvés
afininés sieties kreivumo tenzoriumi.
Lygybés (4.9) yra erdvés Y, Rici tapatybes.
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5. Geodezinés kreivés erdvéje Yo,

Bet kokios kreiveés
i =zt (t)
0<tLl, 5.1

erdveje Y, liestinés vektorius 7 turi pavidala

dz? dyk dz!
— = —— r —_—
a0’ Tk + 1k

T =Tle; + Te®, kur T'= B e

Apibrézimas. Kreivé (5.1) vadinama horizontaligja, jei T, =0, t.y.

Apibrézimas. Erdvées Y, kreive (5.1) vadinsime geodezine kreive, jeigu ji horizontali ir jos
liestinés vektorius kovariantiskai pastovus (kovariantine iSvestiné lygi nuliui).

Sios kreives yra Finslerio erdvés kvazigeodeziniy kreiviy analogai [1]. Akivaizdu, kad erdvés
Y,, geodezinés kreivés yra sprendiniai sistemos

d2zt  _, dz'dz”

ddt2 M et dt ' (5.3)
k dz’ _

G+ T =

I3 &ia seka, kad per duota atramini elementa (z§,3}) duotaja horizontaliaja kryptimi 75 eina
vienintelé geodeziné kreivé. Pastebésim, kad (5.3) diferencialiniy lyggiy sistema priklauso tik
nuo afininio sary$io I‘; x Objekto simetridkosios dalies. Be to, §i sistema yra invariantiSka trans-
formacijy ' = Z* ('), Gk = T (k. f}, f},) ativilgiu. Parametra ¢ galima keisti tiesi¥kai su
koeficientais a ir b:

t=at+b.

Jeigu visos nagrinéjamos funkcijos yra CV Klases, tai (5.3) sistemos sprendini, tenkinantj
pradines salygas

dr?
dt

i i 0 i
t= 07 Tt = xaa Yk = Yk» = Tos

galima paraSyti laipsniniy eilutiy pavidalu. Laipsnigkai diferencijuodami (5.3) lygybes pagal t,
gausime tas eilutes. Tada turésime tokia lygybiy seka:

dez? ; dev  dz'e

ar o e, .
ae Tl g T 54
d® ly dzr  dzie

dre-1 +Fki1...i,,_1—d—t— CTaE 0, (a=3,4,..), (5.5)
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kur

; ) ) f )
Fl’n--~ia+1 = 6(‘1 F;2~--ia+1) - ar;(il..“'a—l Fiaia-n) - apFZil...i., 1-‘|P|ia+1)’

= O: L - o l
Fkh...in.{.l - a(lx Flkltz...l¢+1) arlkll(‘l]...io-l r‘ioin+l)

Tokiu biidu, (5.3) sistemos sprendinys yra tokio pavidalo:

(o <]
. . . 1 /0. . ,
s=apgt-) = (B4, L)

a=2
© 1 .
0 1 .ﬂ
Yk =Yg — Eo = (Fkn..Ai.,TS’ T ) e,
a=l

kur
o .

. (]
1. 1 —_— o .
r i1...3a = Fi]...in |t=0 ) Pkil...ia - Fk'l“-‘nlt:O .

Bazin¢je erdvéje V,, atliksim toki koordinadiy pakeitima z — Z:

o0
=x,+ I — E
a=2

Naujoje koordinaiy T sistemoje lygybés (5.7) turés paprasta pavidala:

o . . .
13 =11 ;ta
Fil...inx e,

S R

i i
I =T,t.

Taigi, eiluiy (5.8) ir

— 1
Yk =Yk — Z =Ry i T T
a=1 a

- aprk(ilu-ia I-‘|P|"a+1)'

(5.6)

.7

(5.8)

(5.9)

(5.10)

konvergavimo srityje per duota atramini elementa (:z:f,, yZ) kryptimi 7} eina tik viena horizonta-
lioji geodeziné kreivé. Koordinagiy sistema, kurioje (5.3) sistemos sprendinys turi (5.9) ir (5.10)
pavidala, vadinsime normaliaja koordina&iy sistema, atitinkangia pradine koordina&iy sistema ir

duota atramini elementa.
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La géométrie de I’espace des éléments d’appuis Y,
J.Pakalnyteé, A.P. Urbonas

L'espace Y, des éléments d’appuis dont un élément dappui est un objet du deuxi¢me ordre. On
dévelope la théorie de courbure de cet espace A connexion linéaire et on trouve des courbes géodésiques.



