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Pletiniai ir diferencialiniai invariantai erdvéje Y,
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1. Plétiniai

Ivesime diferencialinio-geometrinio objekto plétinio savoka.

ApibréZzimas. k-tuoju diferencialinio-geometrinio objekto 7 (z,y) plétiniu taske
(%, yg) vadinsime k-aja $io objekto daline i¥vestine normalinése koordinatése, apskaigiuota
taSke, kurj atitinka normaliné sistema:

o0
J — _—
(Q.i]iz‘..‘l’k) (;rL,yL’) - (51"“8:2‘2 . .35‘*) . (ll)

Zenklas , v rodo, kad objektas imamas normaliojoje koordinagiy sistemoje, 0 ,,0* - reiskia, kad
8i reik§me imama taske, kuriam atitinka normaliné sistema. I§ apibréZimo seka, kad plétinys yra
simetrinis pagal indeksus 41, ig, . . ., ij.

Nesunku irodyti, kad tenzoriaus k-tasis plétinys yra tenzorius. PaZymésime taip pat, kad
plétinys dviejy tenzoriy (vienodo valentingumo) arba kokio tai tenzoriaus T]."k ir afininio sarysio
objekto A; k Yra tenzoriai atitinkamo valentingumo. Objekty sandaugos plétiniai tenkina iprastas
diferencialinio skai¢iavimo taisykles.

2. Normalieji tenzoriai

Apibrézimas. Normaliaisiais tenzoriais vadinsime objekto Lj ir jo daliniy iSvestiniy pagal at-
raminj objekta visy eiliy plétinius:

T _ apl:!k
Jkiiyia. i, (i ¥0) | 8%'19z'2...8%'p ’
ALY o
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rt — —BPF}*_._
Jkyiz. g (z5.40) — \ 8z1197'2..95°P ’
o* o

Rl
il - Ok 2.1)
(rjk-'iliz---in)(,:),y:) (35‘165‘2'..ai'1’ o ’

pit...r _ oIk
Jkiiria.ip (x5.9) — \ 8z191'2...95'P .
0 o
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o in ateitvia Tl — _ 07Tk il.r _ 9T . .
Cia ir ateityje i = — A i = I T T Paprastindami uZraSus, (2.1)

normaliuosius tenzorius Zymeésime raide N su atitinkamais indeksais.
i
Pvz., (ijﬂ.m)

— Nt
. - jk,i1ig*
(z:"yz) JRy122

1 teorema. Objektai T ;i ir l";  hormaliosios sistemos pradiniame taske yra lygiis nuliui, t.y.

(i’yk)o =0, 22)

(T5) =o. 23)

{rodymas. Geodeziniy kreiviy lygtys normaliojoje koordinatiy sistemoje yra:

d*zt v, di dz*

gz Tk g T

Sios diferencialiniy lyggiy sistemos sprendiniai taSke (x:,, y,‘:), kaip buvo paZyméta ankstiau,
yra tiesinés funkcijos

' = b't, 2.4)

kur b* - pastovils skaiiai ir ne visi kartu lygis nuliui. Tai rei3kia, kad Sioje sistemoje geodeziniy
kreiviy tafkuose yra patenkintos lygybeés:

‘Ui ik

6" = 0. (2.5)
I§ &ia, turedami omenyje konstanty b parinkimo laisve, i$vedame

(rjk)o =0. 2.6)

(2.2) i§plaukia 1§ F;kyi = —ij.

3. Normaliyjy tenzoriy tapatybés

Imame objektus I'jx ir I‘;. « normaliojoje koordinatiy sistemoje ir jy skleidinius eilutémis ant
geodeziniy linijy:

v |4 . V. v
Tik = {(311 ij) LA (T;k> Ayi}

P { (B ), 202 (a0 ) i () o
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+§lj {(ai1i2i3 f‘jk) Fhgiagis — 3 (31”2 r;‘,k)q AY;

3(3,,1'4;1,6) AYAY - ( ;’,:) Ay,.Ay,Az’Js}{.. G.1)

- (), (), )
3 {(0ui) 5 2 (0, F4) 20 (58] 505
+% {(Buuin T4s) 2722 43 (a4, 1) ahztal,

+3 (B., r"’) TIAYAY, + (f‘;’,j")o Ag AYA i’/,,} T (3.2)

Cia elemento 17,- pokytis einant geodezine linija i§ tasko (0, 17‘,’) i taska (:ii, 5,) yra A 54 =

Y, — ¥°, kuri galima i¥reiksti eilute
1% > 1 v o 4
Ay, =— — r ) LR A AL 3.3
’; k! (z‘m‘z....‘k o : (33)

AtsiZvelge i (3.3) ir i normaliyjy tenzoriy apibréZima bei Jju Zymenis, formules (3.1) ir (3.2)
uZradysime pavidalu:

Flk - N]kll + N]k(zltg)x I'z

. i i) iz ai “
+§ {Njk(iligig) - 3Njk(i1 N|i|i,i3}2 A A (3.4)

i Vi g Lo, il X .
Tik = Njg 5 + 3 (N}k(.-,.',) = Nji Nl(iu‘z)) iz

1 0.
+§ {N;k(nizia) A kNl(lllglg) 3N]k(11 N|l|12|3} 1'121—‘“4‘ (35)
Tuo budu, tiesinés sieties Ejk bei afininés sieties Iv‘;k koeficientai ant geodeziniy linijy
apibréZiami duotomis normaliyjy tenzoriy reik§mémis (aidku, tokiomis, kad eilutés (8.4)ir(8.5)
konverguoty), be to, turi biiti patenkintos tapatybés:

Nijkiy =0, l
N(‘J’mtz) N(thN“lhlz) =0,

(3.6)
N(Jknzzzg) (Jk]V”hllﬁa) - 3N(]k11N|l|12'3) =0,

Sias tapatybes gauname f‘; x iSraidka (8.5) istate i lygybe

Vi —j=k '
FkaJ:B = O, (3‘7)
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. cosw d2F Py d@ddzk =i
kuri iSplaukia i§ 7 =T, G G- =0ir 2" = 75 t.
PaZymésime, kad kitos normaliyjy tenzoriy savybés yra tokios:

Njkivig...i = N(ikyirig...ips
Njki]l’g.‘.’ip = _fk(i;ig...‘i,,)’
i AT
jki]iz...‘i,, - N(jk)i]ig.,.i,,’

i _ ATi
Gkirig..ip — Njk(iﬂg...i,,)’

(p=1,2,3,...).
UZraSykime kreivumo tenzoriy R;jx normaliosiose koordinatése:
v v v p v
Rijk =2 (311 Tiitk) = Lifj Dl k]) :
I3 Cia ir normaliyjy tenzoriy savybiy i¥plaukia
Rijr = Nikj — Niji, (3.8)
R[ijk] =0 3.9)
4. Apie erdves Y, diferencialinius invariantus

Normaliyjy tenzoriy pagrindu galima pagristi visa erdvés Y;, diferencialiniy invarianty teorija.
Sia galimybe iliustruoja tokia teorema.

2 teorema. Jei turime tenzorini diferencialini invariantq

A A .
T = F (ij, 0i, Uik 05,4, 0k oo o Oigig. i, Uik
i i i i
ij, 61'1ij, (91'11‘2 jky--'vail‘iz..‘i,r\jk’
il il il il
Tiks 00, 05ks 0iyiy Uikes -+ s Giig. i Tk - - ')»
tai jis nepasikeis, jei jo argumentus pakeisime atitinkamais normaliaisiais tenzoriais, o ;. ir

i ..
Iy — nuliais.

[rodymas. Pereikime i normaliaja koordinaiy sistema, kurioje teisinga lygybé

(TA)(I:',&?) = (%A)o

del Sio objekto tenzorinio pobiidZio ir pareinamybiy

oz’ ; oz ;
(3), =5 (5e), =
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Kitaip tariant,

V.

A XY Y i voov, v;; i
(T @iy = F (ijyail Ljks -+ Oirigi, Tiki ks Oiy Tiks - - - Biiy. i, Thgs

il vl il
ij; aix ij» ey a’iliz-uit ij) l(t—O)’

o tai reikia, kad
(TA)(.T:),y:’) = FA( 01 Njk‘i}a Njk'i{iz’ ey Njkilizmip;
0, Vi, Nigirirs

NJL’Nkll Njknzg"' NJL1112 1,."')

i .
Jhkirig i

(z5,v9)
Kadangi paskutine lygybe teisinga bet kokiam elementui (z?, L, y2), tai ji teisinga visoje erdvéje
Y,.

Surasime dar ry$ius tarp normaliyjy tenzoriy ir kreivumo tenzoriaus bei jo kovariantiniy
i$vestiniy.

IS (4.10) formulés [1], uZraSytos normaliojoje koordinaciy sistemoje atitinkancioje nag-
rinéjanaji elementa, skai¢iuodami R} k1 reikdme pradiniame tadke, gauname

(Riud) (2 42y = 2 (0 Ty
ty.
R} = 2N}y 4.1
I Cia ir (8.6), gauname
. ;kl = —ngjk)z-
I8 Eia iSplaukia kreivumo tenzoriaus kovariantiniy i§vestiniy rei$kimas normaliaisiais tenzoriais:
Vi, Vi, ...V, RJk, =2V, V...V, N'(,k), 4.2)
Vi, Vi, ... V,-pN;k, = —%V,,V,-2 . ..ViPszk),. 4.3)
Difrencijuodami R: k1 1812i8ka normaliosiose koordinatése pagal 7%, gausime
VR = 2(Njug, + NN ).

Diferencijuodami toliau pagal z*1, 72, .. ., £* ir apskaiiuodami reiksme pradiniame elemente,
turésime

i _ i
Rjkl.il,iz.....i‘ = 2(Nj[lk] ivigodgs oo
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kur daugtaskiu paZymeétas daugianaris nuo normaliujy tenzoriy. Tuo budu, kreivumo vektoriaus
plétiniai gali bati iSreik§ti normaliyjy tenzoriy racionaliaja funkcija.
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Extentions et invariants différentiels dans ’espace Y,
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On étudie les extentions des objets différentiels — géométriques, les tenseurs normales et invariants
différentiels dans I’espace Y.



