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Uzdaviniy sprendimas 'reiniantis'funkciju' savybémis
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Vidurinés mokyklos matematikos kurse nagrinéjamy funkciju savybés maZai panaudojamos
sprendZiant uZdavinius. ‘ f -

Siame straipsnelyje pavyzdZiais parodoma kaip, panaudojant funkcijos apibréZimo sriti, ly-
ginuma, monotoniskuma, apréZtuma, iSkiluma ir kitas savybes, netaikant diferencialinio skai-
¢iavimo metody, galima supaprastinti daugelio uzdaviniy sprendima.

1. Nagrinéjant tiesioginio proporcingumo funkcijq f(z) = kz, reikéty atkreipti démesi { Sitokia

jos savybe: jeigu T, T2,23,...,T, — argumento reik§mes, o0 y; = f(-’l:l)yyZ = f(z2),y3 =
f(z3),...,yn = f(xn) — jas atitinkanCios funkcijos reik3mes, tai

Ty T2 I3 Tp T1+To+Zz3+--+ZTn

ir i§ jy iSplaukiancios proporcijos —

Bitr _ytT2 - Y2 -T2 N+ yatzr2

R b
I oy T ' ) N — T Y2 — T2

1 pavyzdys. Per trikampio ABC krastinés AB bet kurj taska D i§vesta tiese, lygiagreti kraStinei
AC, kerta krastine BC taske F, o per taska D i§vesta tiesé, lygiagreti krastinei BC, kerta
kradtine AC taske G. Irodysime, kad apskritimy, apibréZty apie trikampius ADG ir BDF,
spinduliy suma lygi apie trikampi ABC apibréZto apskritimo spinduliui. ’

Sprendimas. Sakykime, kad apie trikampius ADG, BDF ir ABC apibreéity apskritimy spindu-

liai atitinkamai lygiis Ry, Ry, ir R. Kadangi minéti trikampiai yra panasiis, tai apie juos apibréZty
apskritimy spinduliai proporcingi atitinkamoms kra3tinéms, t.y.

Ry R, _ R
AD DB AB’
I8 &ia:
R, + R, _R RI+R2_R

AD+DB_AB' W TAB T 4B
Taigi Rl + R2 = R.
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2. SprendZiant uZdavinius, susijusius su kvadratiniu trinariu f(z) = az? + bz + c, daZnai nau-
dinga remtis $itokiomis akivaizdZiomis savybémis:

1) Kvadratinio trinario $aknys yra realios ir skai€ius o yra tarp Sakny tik tada, kai a - f(o) <
0, ty.

a- (ac? +ba+c) <0

2) Du realieji skai&iai 7 ir s (r < s) ir kvadratinio trinario Saknys i3sidéste Sitaip:
a)T, <r < T9 < stik tada, kai

{a-f(r)<0,
a-f(s)>0.

b)r < 71 € T4 < s tik tada, kai

af (r) >0,
af(s) >0,

r< -— a<s,

D =b*—-4ac> 0.
)z < T2 < 7 < s tik tada, kai

af (r) >0,
_Eba<r,
D>o.

Analogi$kai nusakomos salygos su kuriomis teisingos nelygybés: d) r < 11 < s < z2, €)
r<s<zr LT, D11 <Tr<s< Ty

2 pavyzdys. itirsime su kuriomis k reikimémis nelygybés kz? + (1 — k) —k > 0 sprendiniai
absoliutiniu didumu ne didesni uZ 2. -

Sprendimas. Kadangi kvadratinio trinario f(z) = kz2+(1 — k?)z —k diskriminantas teigiamas,
tai nelygybes kz2 + (1 — k2)x — k > 0 sprendiniai bus tarp skaitiy —2 ir 2 tik tuomet, kai:

k<0,
k-f(-2)20,

01—k
Iisprende §ig sistema, gauname: k € [—2; —3].

Pastaba, PavyzdZiui, tiriant kvadratinés lygties kz2 — 3(k + 1)z + 2k + 7 = 0 Sakny padeéti
skaiCiy —1 ir 4 atZvilgiu, reikia nagrinéti auk$¢iau i§vardytus 6 atvejus.
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3. SprendZiant iracionaliasias ir logaritmines lygtis kartais reikia tirti ieinan&iy i lygti funkcijy
apibréZimo sriti, o kartais paprasCiau ta lygti i§spresti ir patikrinti atsakymus.

3 pavyzdys. I§spresime lygti

V6+5r—-x2+V/2—z=2-2.

Sprendimas. Lygties apibréZimo sritis yra nelygybiy sistemos

6+5x—x2%2>0,
2—x20

sprendiniy aibé. Si sistema turi vieninteli sprendini z = 2, kuris yra ir duotosios lygties spren-
dinys. Taigi lygtis turi vienintelj sprendinj z = 2.

4 pavyzdys. ISspresime lygti

V8 +1+V3r—5=V7z+4+ 2z 2.

Sprendimas. Siuo atveju geriau nekreipti démesio 1 apibréZimo sriti, o, lygti du kartus pakeélus
kvadratu, rasti du sprendinius: z, = 3, xo = —g.
Patikrinus, isitikinama, kad tik = = 3 yra duotosios lygties sprendinys.

4. SprendZiant lygtis ar nelygybes, tenka remtis i jas ieinan&iy funkcijy monotoniSkumu.

AkivaizdZios savybeés:

a) Jeigu funkcija monotoniSkai didéjanti (maZ¢janti), tai lygtis f(z) = a turi ne daugiau
vieno sprendinio; , ,

b) Jeigu funkcija f(x) yra monotoniskai didéjanti (mazZéjanti), o funkcija g(x) — monotoni3-
kai maZéjanti (didéjanti), tai lygtis f(x) = g(z) turi ne daugiau vieno sprendinio.

5 pavyzdys. I$spresime lygti

. 4
iV:c—1+\/:r+2=5+l.

Sprendimas. Kai z > 1, funkcijos vz — 1 ir vz + 2 yra didéjancios, tai ju suma taip pat
didéjanti funkcija, o funkcija -i— + 1 — maZ¢janti. Taigi nagrinéjama lygtis gali turéti ne dau-
giau vieno sprendinio. Akivaizdu, kad tas sprendinys yra z = 2.

5. Pasinaudojus i lygti ieinanCiy funkciju lyginumu ar jy didZiausiomis ir maZiausiomis
reikSmémis, kartais pavyksta supaprastinti uZdavinio sprendima.

6 pavyzdys. I$spresime lygtj

4 — 222 4+2=1- 23 - z2.
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Sprendimas. TradiciSkai i§spresti §ia lygti gana sunku. Pastebésime, kad funkcijos f(z) = % —

22242 = (22—1)2+1 maZiausia reikime lygi 1, t.y. f(z) > 1, o funkcijos g(z) = 1—v/z2 — 12
didZiausia reik¥me lygi 1, t.y. g(z) < 1. Vadinasi, f(z) = g(z) tik tuomet, kai f(z) = 1 ir
g(z) =1,ty. kaiz = 1.

7 pavyzdys. Iitirsime su kuriomis a reik§memis lygtis 2 — 4|z| + 2 = a turi 3 sprendinius.

Sprendimas. Jeigu o # 0 yra $ios lygties sprendinys, tai —z taip pat yra $ios lygties sprendi-
nys. Kad lygtis turéty tik 3 sprendinius, vienas sprendinys turi biti 0. 0 yra lygties sprendinys,
kai @ = 2. Dabar jau nesunku rasti ir kitus du sprendinius: —4 ir 4.

Vadinasi, kai a = 2, lygtis 2 — 4|z| + 2 = a turi 3 sprendinius: 0, —4, ir 4.

6. Funkcija f(x) vadinama i$kila (igaubta) intervale, jeigu bet kuriems $io intervalo takams z,
ir T teisinga nelygybé

f(xl +z2) S f(z1) + f (z2) (f ($1+$2) < f($1)+f(932))_

2 2 2 2

I3kilos funkcijos grafikas yra vir§ stygos, jungian&ios grafiko ta¥kus (x;, f(z1)) ir (z2, f(z2)),
0 igaubtos funkcijos grafikas yra tuos ta¥kus jungianios stygos apatioje. PavyzdZiui, funkcija
f(z) = sinz intervale [~m;0] yra igaubta, o intervale [r;0] — i¥kila. Funkcija f(z) = z2
yra igaubta visoje apibréZimo srityje. Funkcijy i¥kilumo ir jgaubtumo savybés platiai taikomos
irodingjant nelygybes.

8 pavyzdys. Apie trikampi ABC apibréZtas apskritimas. Trikampio vidaus kampy A, B ir C
pusiaukampineés kerta apskritima talkuose A;, B ir C;. Irodysime, kad trikampio ABC peri-
metras ne didesnis uZ trikampio A, B, C; perimetra, t.y. Papc < Pa,B,c, -

Sprendimas. Sakykime apie trikampi ABC apibréZto apskritimo spindulys R. Remdamiesi si-
nusy teorema gauname:

Pspc =2R(sinA +sin B +sinC) ir
P4, B,c, = 2R(sin A; + sin B; + sin Cy).

Taigi reikia irodyti, kad
sin A + sin B + sin C < sin A; + sin B; +sin C}.
Kadangi /A, = £B3£C /B = £434C /O = £A4£B i reikia jrodyti, kad sin A +

sin B +sin C < sin 24< + sin 4£€ 4 sin A48
Funkcija f(z) = sin z intervale [0; 7] yra i¥kila, todél

sin A +sin B < 2sinA;B,
B+C

2 7
. A+C
sin A 4+ sinC < 2sin ; .

sin B +sinC < 2sin




298 J. Sinkiinas, A.P. Urbonas

Sudéje panariui $ias nelygybes, gauname reikiama nelygybe. Pastebésime, kad lygybé galima
tik tuomet, kai trikampis ABC yra lygiakrastis.

9 pavyzdys. Irodysime, kad (£ )4 < ’4*2"’4 Jkaiz >0,y >0.

Sprendimas. Nagrinésime funkcija f(z) = z*. Jos grafikas intervale [0; +00) yra igaubtas, todél
bet kuriems x > 0 iry > 0, teisinga nelygybeé (5%2)4 < _x_2§ + 12ﬁ _ x“;;f‘
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Solutions des exercices s’appuiant sur les propriétés des fonctions
J. Sinkiinas. A.P. Urbonas

Dans cet article on étudie la posibilité de simplifier des solutions des exercices on sippuiant surles
propriétés des fonctions (domaine de définition, pairité. convexité, variation etc.).



