LMD mokslo darbai, 111 tomas, 392-398
© Matematikos ir informatikos institutas, 1999

Apie tiesinés regresijos identifikavimo metodus

Romualdas SALETIS" (VGTU, MII)

el. pastas: romas @goda.vtu.lt

1. Ivadas

MaZiausiy kvadraty metodas yra populiariausias taikomasis statistinis metodas identifikuojant
tiesinés regresijos modelius. Galiojant tam tikroms salygoms, maZiausiy kvadraty metodu gautas
ivertis yra efektyvus (Gauso-Markovo teorema). Ta¢iau, praktikoje jos néra pilnai patenkinamos,
todel yra tikslinga naudoti robastines ivertinimo procediiras, kurios yra nejautrios nedideliems
nuokrypiams nuo prielaidy apie modeli, o jy pagalba gautas jvertis yra beveik efektyvus.

Siame darbe yra tiriami maZiausiy kvadraty ir medianinio jvertinimo metodai bei jvairios
Ju modifikacijos, kurios yra nejautrios nedidelés dalies duomeny uZter$imui grubiai klaidingais
duomenimis - iSsiskirianciais steb&jimais, bei kurie ivertina ir eliminuoja modelio lickany kore-
liuotumo ir heteroskedastiSkumo (dispersijos priklausomybés nuo laiko) jtaka.

Siekiant palyginti nagringjamy metody jvertinimo tiksluma, esant auk$§&iau i¥vardintoms si-
tuacijoms, imitacinio modeliavimo biidu buvo atlikta serija eksperimenty, kuriy apra§ymas ir
rezultatai yra pateikiami Sio darbo eksperimentingje dalyje.

2. Tiesinés regresijos modelis ir jo identifikavimo metodai

Tarkime, kad laike stebime atsitiktinius dydZius Y(t), t = 1,2,...,n, kurie yra apraSomi reg-
resijos lygtimi:

Y(t)=0Tz(t) +£(t), t=1,2,...,n. n

¢ia: @ — neZinomas daugiamatis parametras, 6 = (6;,...,04)7;
x(t) — determinuotas vektorius, x(t) = (z;(t), ..., a:d(t))T, kurz(t), i=1,2,...,d
— Zinomo pavidalo funkcijos;
&(t) - atsitiktiniai dydZiai, modelyje vadinami lickanomis.
Tiesinés regresijos modelyje (1) daZnai yra priimamos 3ios prielaidos.
1. Liekany vidurkis yra lygus nuliui: E€(t) = 0.
2. Liekany £(t) pasiskirstymas nepriklauso nuo x(t).
3. Liekany dispersija yra pastovi: DE(t) = o2.
4. Liekanos yra nekoreliuoty atsitiktiniy dydZiy seka: cov (£(t),£(s)) = 0, kai t # s.
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5. Liekanos £(t) yra pasiskirste pagal Gauso désni.
Parametro 6 ma¥iausiy kvadraty metodo jvertis yra gaunamas minimizuojant liekany kvad-
raty suma;

0 =arg mainz (Y () - 672(t))” = arg min(Y — X0)T(Y - X6) )
t=1

tia: Y - Y stebejimy vektorius, Y = (Y(1),Y(2),..., Y(n))T;
X - z(t) funkcijy reik§miy matrica, j = 1,2,...,d,

z1(1) z2(1) ... zq(1)
x = | ©1(2) z2(1) ... z4(2)

z1(n) z2(n) ... z4(n)
Jei matrica XT X yra nei¥sigimusi (det X7 X # 0), tai parametro 8 jvertis gaunamas i for-
mulés:

6=(XTX)'XTyY.

Praktikoje tre&ioji ir ketvirtoji modelio prielaidos daZnai yra netenkinamos ir tuomet ma-
Ziausiy kvadraty metodu gautas ivertis néra efektyvus. Siuo atveju efektyvus ivertis yra gauna-
mas apibendrintu maZiausiy kvadraty metodu:

6= (XTQ X)) !XTQ"'Y.

kur Q - liekany kovariacijos matrica, (prie salygos kad det X7 Q~'X # 0).

Suprantama, jei liekany seka biity stacionari pla¢iaja prasme, tai kovariacijos matrica Q vie-
nareik¥migkai apibréZty $iu liekany kovariacijos funkcija. Tagiau dél liekany dispersijos Ritimo
laike — heteroskedastiskumo (D&(t) = o02(t)), daZnai taip néra. Sioje situacijoje paprastai da-
roma prielaida apie normuoty liekany stacionaruma. Tegul seka e(t) = £(t)/o(t) yra stacionari
atsitiktiniy dydziy seka su nuliniu vidurkiu ir pastovia dispersija (Ee(t) = 0, De(t) = 02). Siuo
atveju  jvertis gaunamas i§ formulés:

6= (XSV2R™1871/2X) 1 XTS /2 R"1 5712y 3)

Cia: § = diag(c?(1),02(2),...,0°%(n)); R - stacionariy liekany () kovariacijos matrica.
Praktikoje matricos S ir R, daZnai yra neZinomos, todél formuléje (3) keilitlatios statistiniais
iver&iais.

Praktikoje daZnos yra situacijos, kai imtis yra uZterSta i§siskiriantiais stebéjimais. (I§siski-
Tantiais stebéjimais $iuo atveju yra vadinami stebéjimai tam tikrais laiko momentais, kai ai¥kiai



394 Apie teisinés regresijos identifikavimo metodus

negalioja priimtas modelis.) Todél modelj (3) reikia apibendrinti, stacionarioms liekanoms £(t)
suteikiant svorius 0 < v (£(¢)) < 1:

0= (XT(I‘,1/2§—1/2I’i—1§—1/2@1/2X)—1X(I;1/2§—1/2§—1§-1/2{I;1/2Y’ @)

kur ¥ = diag(y(e(1)),%(e(2)),... ,%((n))). ¥ gauname, nestebima seka £(t) keitiant jos
{vertiais: £(t) = Y (t) — 6T z(t), kur 8 - pradinis 6 ivertis.

Svoriai ¥ (e(t)) gali biti suteikti remiantis taip vadinama 30 taisykle. Si taisyklé yra
ypa¢ taikoma Gauso sekoms su nuliniu vidurkiu ir pastovia dispersija. Pagal ja i§ imties yra
pasalinamas stebéjimas, kuris moduliu yra didesnis uZ tris vidutinius standartinius nuokrypius
le(t)] > 3o.

Iverti (4) galima dar labiau apibendrinti, aprioriai {vedant papildomus svorius 0 < w(t) < 1,
del kity prieZas¢iy, pvz. dél modelio parametry leto kitimo laike, t.y. dél duomeny senéjimo.
Siuo atveju @ jvertis gaunamas i formulés:

09— (XTA1/2ﬁ—11’\‘1/2X)~1XTA1/2§—1A1/2Y’ (5)

kur A = WUS—Y W = diag(w(1), w(2),... ,w(n)).

Metodas (5) yra maZiausiy kvadraty metodo apibendrinimas susijes su regresijos modelio
salygy silpninimu, tadiau §j metoda galima apibendrinti ir kitaip — nagrinéjant bendresne nei
kvadrating nuostoliy funkcija. Priminsime, kad klasikinio maZiausiy kvadraty metodo atveju
iver¢iai gaunami minimizuojant liekany kvadraty suma (2), o siekiant robastitkumo galima mi-
nimizuoti suma 377, p((Y (¢) — 8T x(t)), kur p yra funkcija auganti lé¢iau nei kvadratiné.
Bendru atveju io metodo modifikacija yra pavidalo:

6 =argmin_ p(Y () - 07x(t)) /o(t) (e (t))w ().
t=1
Tokio robastinio metodo pavyzdziu baty modifikuotas medianinis jvertinimo metodas:
6= argmin} IY(t) - OT:v(t)'d)(s(t))w(t) Jo(t).
t=1

Atveju ¥(-) = w(-) = s(-) = 1 gautume jprastinj medianinj parametro # jverti. Vienamatiu
atveju (d = 1) 3is jvertis reiksty, kad liekany €(t) empiriné mediana prilyginama nuliui.
3. Eksperimenty apraSymas
Tiriant metody jvertinimo efektyvuma eksperimentizkai yra generuojamos atsitiktinés sekos su

Zinomais parametrais, 0 po to $iy parametry jverdiai lyginami su jy tikromis reik§mémis. Metodo
tikslumo matu yra naudojamas parametro jvertinimo paklaidos modulio vidurkis:

A =A(6,8) =Ey/(8 - 0)T(6 - d).
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Kadangi matematini paklaidos modulio vidurki sunku apskai¢iuoti, Siame darbe jis keiCiamas
aritmetiniu:

- 1
A=N;Ai,

Cia N bandymy skaiius, A; Zymi paklaidos modulj i-tos sekos atveju.

Eksperimenti¥kai prie ivairiy salygy buvo tiriamas tiesinio trendo parametry iver¢iy tikslu-
mas. Tegul stebima seka tenkina lygybe: Y (t) = a + bt +£(t), t =1,2,...,n, kur E{(¢) = 0.
Visuose toliau apradytuose eksperimentuose buvo generuojama po 100 skirtingy nepriklausomy
atsitiktiniy im&iy realizacijy, o parametrai (a, b) = 07 jvertinti $iais deSim&ia metody:

1.0 = (XT X))~ XTY — maziausiy kvadraty metodo ivertis. :
0= (XT§1X)"1XT§Y.
0= (XTUX)"1XTUY.

~

0= (XTUS1X)"1XT¥S-Y.

-~

.0 =(XTR'X)"'1XTR-Y.

~

0 = (XT\’I\II/2§1/21§“’§‘1/2@1/2X)‘1XT@I/Z@I/Zg"/2§‘1§'1/2@1/2Y.
.0 =arg min i |Y (t) — 6T x(t)| - medianinio jvertinimo metodo ivertis.
t=1
n
= argmin > |Y(t) - 67 =(t)| /3 (2).
=1

9.6 = argmin ; |V () - 072 (8)| L(E2)).

N

N O AW

~

-
L~}

10.6 = arg min 3 |Y(t) - 67x(t)| L(EL) /5 ().
t=1

Pastaba. Metoduose 2, 4, 6, 8, 10 kintanti dispersija yra apraSoma funkcija: o%(t) = exp(8o +
B1t), kur parametrai B ir 8; yra vertinami maZiausiy kvadraty metodu. Metoduose 3, 4, 5, 8,
9 svoriai W(£(t)) yra suteikiami remiantis ,,30* taisykle. O metoduse 5 ir 6 liekanos £(t) yra
laikomos ARM A(1, 1) procesu.

1 eksperimentas. Sio eksperimento metu buvo gauti parametro 6 jvertiai, kai visos modelio
(1) prielaidos buvo tenkinamos. Atsitiktinés imtys buvo generuojamos pagal formule Y (t) =
a+bt+&(t), kura=1,b=1.

2 eksperimentas. Si eksperimenta apraSysime detaliau.

Tarkime, kad £(t) yra stacionarus baltas triuk¥mas, bet prielaida apie lickany normalyjj pa-
siskirstyma yra netenkinama, t.y. lickanos £(t) yra pasiskirste ne pagal Gauso, o pagal simetrinj
Pareto désni;

1
Fe(y) =P{{ <y} =1,
o

Ciaa > 0ir cp yra konstantos.
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1 lentelé.
Parametro jvertinimo paklaidos modulio vidurkiai

lvertinimo

metodo A ksia=1 A kiia=2 Akia=3 Akiia=4

numeris
1. 25.49342 133624 0.552668 0.339779
2. 21.62688 1.358871 0.567551 0.344082
3. 5.566214 0.620278 0359143 0.257478
4. 6.541385 0.610019 0.361619 0.25801
5. 26.07149 1331635 0.554122 0.340496
6. 7.225453 0.865068 0.42345 0.286761
7. 0.817534 0.385431 0.251884 0.187065
8. 0.708726 0.370205 0.249438 0.199592
9. 0.811271 0.369532 0.244961 0.18019
10. 0.914457 0.379111 0.253962 0.207839

Atsitiktinés sekos buvo generuojamos su parametraisa = 1, b=1,¢y = 1, o = 1,2,3,4.
3 eksperimentas. Sio eksperimento metu buvo gauti parametro 8 iver&iai, kai imitys buvo uz-
terStos iSsiskirianciais stebéjimais. Atsitiktinés imtys buvo generuojamos pagal formule Y (t) =
Vi, jeit =T
a+bt+§(t) +n(t)kura =1, b=1¢£©1) ~ N(0,1), n(t) = { 0, jeitd{m, ..}’
1,72, - - ~ N(0,49), laiko tarpai 71,7 — 71,73 — 7o, ... yra pasiskirste pagal Puasono désni
su parametrais A = 5, 10, 15.

4 eksperimentas. Sio eksperimento metu buvo gauti parametro € jverdiai, kai yra netenki-
nama modelio (1) tredioji prielaida, t.y. kai liekany dispersija kinta laike. Atsitiktinés imtys
buvo generuojamos pagal formule: Y (¢) = a + bt + o(t)e(t), kura = 1, b = 1, g(t) ~
N(0,0.25), 02(t) = exp(1 + 0, 02¢).

5 eksperimentas. Sio eksperimento metu buvo gauti parametro 6 jverdiai, kai yra netenkinama
modelio (1) ketvirtoji prielaida, t.y. kai liekanos & (t) yra tarpusavyje koreliuotos. Atsitiktinés
imtys buvo generuojamos pagal formule: Y (t) = a + bt + £(t), kura = 1, b = 1, &(t) yra
ARMA(1,1) procesas: £(t) + af(t — 1) = &(t) + BE(t — 1), a = 0.95, 8 = 0.5.

4. I$vados ir pasiilymai

Atlikty eksperimenty rezultai trumpai yra pateiliami $iose i$vadose.

1. Pirmojo eksperimento rezultatai rodo, kad tuo atveju kai visos modelio (1) prielaidos yra
tenkinamos, tiksliausi iver&iai yra gauti maZiausiy kvadraty metodu, nedaug skiriasi ir kity $io
metodo modifikacijy tikslumas. Netiksliausias $iuo atveju yra Sestasis metodas, kurio parametro
ivertinimo modulio vidurkis yra apie 10% didesnis negu maZiausiy kvadraty metodo. Medianinio
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ivertinimo metodas bei jvairios jo modifikacijos $iame eksperimente pasirodé esa maziau tikslis
uZ maZiausiy kvadraty metoda. Ju visy tikslumas yra Zymiai maZesnis.

2. Antrojo eksperimento rezultatai rodo, kad tuo atveju, kai yra netenkinama modelio (1)
penktoji prielaida apie liekany normaluji pasiskirstyma, t.y. kai liekanos £(t) yra pasiskirste
ne pagal Gauso, o pagal simetrini Pareto désni, geriausi rezultatai yra pasiekti taikant media-
ninj ivertinimo metoda bei jvairias jo modifikacijas. Tiksliausias $iuo atveju yra medianinis
ivertinimo metodas su svoriais dél isiskirian&iy stebéjimy (9 metodas). MaZiausiy kvadraty me-
todu ir jo modifikacijy pagalba gauti rezultatai yra maZiau tikslis.

3. Tretiojo eksperimento rezultatai rodo, kad tuoatveju, kai liekanos yra pasiskirste pagal
Gauso désni, tatiau imtis yra uZter3ta iSsiskirianiais stebéjimais, tiksliausi jver&iai yra media-
ninio jvertinimo metodo bei jvairiy jo modifikacijy. Cia tiksliausias yra medianinis jvertinimo
metodas su svoriais dél isiskirian&iy stebéjimy (9 metodas). Netiksliausias pasirode esas penk-
tasis metodas, kurio pavyzdZiui parametro jvertinimo modulio vidurkis, kai imtis yra uzter§ta
apie 10% i3siskiriandiy stebéjimy, yra apie 100% didesnis negu astuntojo metodo.

4. I3 ketvirtojo eksperimento rezultaty matyti, kad tuo atveju kai yra netenkinama modelio
(1) treioji prielaida, t.y. liekany dispersija kinta laike, tiksliausi rezultatai yra gauti maZiausiy
kvadraty metodo su kintan&ia dispersija (2 metodas). Nedaug skiriasi ir kity $io metodo mo-
difikacijy tikslumas. Medianinio jvertinimo metody grupés gauti rezultatai yra maZiau tikslis.
Netiksliausias pasirodé esas maZiausiy kvadraty metodas, kurio parametro ivertinimo modulio
vidurkis yra apie 50% didesnis negu antrojo metodo.

5. I§ penktojo eksperimento rezultaty matyti, kad kai yra netenkinama modelio (1) ketvirtoji
prielaida, t.y. kai liekanos £(t) yra tarpusavyje koreliuotos (£(t) yra ARM A procesas), tiksliausi
ivergiai yra $e$tojo metodo, nors visy maZiausiy kvadraty metodo modifikacijy tikslumas skiriasi
nedaug. Medianinio jvertinimo metodo jver<iai $iuo atveju yra maZiau tikslis.

6. Apskaitiuojant parametro @ medianinj jvertj praktikoje galima naudoti rekurentine pro-
cediira;

9lk+1) _ arg rlgnz (Y(t) _ OT(k)m(t))2w(k)(t),
t=1

kur wO@) =1, w®@)=1/|Y(t) -6T®a(t)|, k=1,2,....

Si procediira realizuojama panaudojant standarting apibendrinto maZiausiy kvadraty metodo
procedura, kuri yra visuose didesniuose statistiniuose pajetuose. Jos pagalba gaunamas jvertis
konverguoja | medianinj parametro jverti, kai iteracijy skaiCius k auga.
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On identification methods of linear regression models
R. Saletis

The aim of this paper is to discus the efficiency of the least squares and least absolute values estimation
methods, in such situations, then the sample is with outliers, the variance of the residuals changes in the
time and the residuals are correlated. A range of different modifications of these methods in order to
improve accuracy of the estimation is offend. All the discussed procedures are fulfilled in a PC by means
of SAS (Statistical Analysis System).



