LMD mokslo darbai, 111 tomas, 409413
© Matematikos ir informatikos institutas, 1999

Sredingerio lygties su stiprinimo procesu skaitinis
sprendimas

Raimondas CIEGIS (MII,VGTU), Gené KAIRYTE (MII), Violeta PAKALNYTE (MII)
el. pastas: rc@fm.vtu.lt

1. UZdavinio formulavimas

Nagrinésime uZdavini, apraSantj signalo judéjima SviesolaidZiu. Tokio proceso matematinis mo-
delis yra [1]

Ou  10% 2

— 4 oy = 1.1
% Y250 + plul®u +iou =0, (1.1)
u(z,0)=0, u(z,T)=0, (1.2)
u(0,t) = up(t), 0<t<T, (1.3)

%ia z yra §viesolaidZio ainé koordinate, t yra laikas, o — energijos absorbcijos koeficientas.
Pradine salyga apra3o seka binariniy signaly — solitony

P
a
R D ves rrl

=0

Cia {a;} yra binariné seka, t.y. a; = 1 arba a; = 0. Energijos nuostoliai yra kompensuojami
periodiSkai stiprinant signala taSkuose z, = kAz:

u(Zx,t) = e*A%u(3, — 0,t). (1.4)
Pateiksime tipines $viesolaidZio ilgio ir atstumo tarp stiprintuvy normuotas reikSmes:

0< 213, Az = 0.04.

2. Baigtiniy skirtumy schema

Uida"ini (1.1)~(1.4) spresime baigtiniy skirtumy metodu. Pastebésime, kad darbe [1] buvo
Maudotas spektrinis algoritmas. Srityje [0, 2] x [0, T] apibréezkime tolygy diskretuji tinkla
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Whr = Wh X Wr

wh={z; : z; =gh, 7=12,....M, z2p = Z},
w,.::{tj : t]-=j7'. j=1,2,...,N—1, tN=T}.

Diferencialing lygti (1.1) aproksimuokime simetrine baigtiniy skirtumy schema

iyn+l _ yn N l yn+1 + yn N Mlyn+l’2 + !yn|2 yn+l + yn
h 2 2 ;. 2 2
n+1 n
+m% =0, @.1)
Yo =0, yny=0, 2z, €ws, » 2.2)
y(zo.t;) = uo(ty), t; € wr, (23)

¢ia y] = y(zn.t;) paZymejome funkcija, apibrézta diskregiojo tinklo taskuose bei pasinaudo-
jome baigtiniy skirtumy i§vestinémis

_ Y1~ Y YT Y
==, Yy = ————.
T T

Ye

Baigtiniy skirtumy lygties aproksimacijos paklaida yra O(72 + h?) eilés dydis, jei u yra pakan-
kamai glodi funkcija.

Siame darbe nagrinésime stiprinimo proceso itaka baigtiniy skirtumy schemos stabilumui.
Todel tarsime, kad . = 0. Netiesinio uZdavinio konvergavimo analize galima atlikti pasinaudo-
jus darbo [2] rezultatais. Stiprinimo salyga (1.4) aproksimuokime lygtimi

1+0.5ah\ %
n — — . 2.4
y] (1 —050h> y(zn 0» t])v ( )

¢ia z, = mAz yra stiprinimo taskas, K = Az/h. Ir $ios salygos aproksimacijos paklaida yra
O(h?) eiles dydis.
Spektriniu metodu iStirsime gautosios baigtiniy skirtumy schemos sprendinio stabiluma.
Nagrinékime spektrini skleidini
mwkt,
T

N-1
y;’:Zcﬁsin( ]>.
k=1

[raSe 3i skleidini i baigtiniy skirtumy lygti (2.1) ir pasinaudoje gerai Zinomomis tikriniy vektoriu
ir tikriniy reikSmiy savybémis [3], gausime tokia augimo daugiklio py, iSraiska

gt = prc. k=1,2,...,N -1,
_ 1-0.5ha —0.25ih)
" 1+0.5ha +0.25ih)\;’

P 8 < M\ < 4/72.
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Kadangi teisinga nelygybé

(1 — 0.5ha)? + (0.25h )2

(15 0.5ha)? + (0.25h00)2 ~ 1

|pe|* =

tai baigtiniy skirtumy schema (2.1)—(2.3) yra nesalygi3kai stabili L, normoje.
Dabar jvertinsime stiprinimo proceso poveiki baigtiniy skirtumy schemos stabilumui. I3 (2.4)
lygties seka, kad uZdavinio (2.1)—~(2.4) augimo daugiklis px yra

C;:+K=pkKC;:, k=112i""N_1’

. (1+050h
Pk =P\ T"05ah )"

Atlike elementarius skaiiavimus gauname tokia py iSraiska

_ 1-0.2502h2 — 0.25ihAx(1 + 0.5ach)
1 — 0.25a2h? + 0.25ihA¢(1 — 0.5ah)’

Pk

todel visada || > 1 ir simetriné baigtiniy skirtumy schema (2.1)-(2.4) yra nestabili, kai spren-
dziame uZdavinj su stiprinimo procesu (1.4).

3. Modifikuota baigtiniy skirtumy schema
ApibréZiame nauja neZinoma funkcija v:
u(z,t) = e~ *(Z"3y(2, 1),

Cia z yra taSkas, kuriame stiprinamas signalas. Funkcija v tenkina uZdavinj

v 10% —alz—3

152 T 2w THeT TPy =0, 3.1
v(2,0) =0, v(z,T)=0, (32)
U(Zk, t) = u(zk, t). (3.3)

Nagrinékime stiprinimo salyga (1.4):

U(Zk41,t) = e u(Z41 — 0,1)
= e*he"*hy(Z41 — 0,t) = v(Zk41 — 0, 1)
Todel PO stiprinimo Zingsnio vél gauname pradine salyga (3.3).

a Modiﬁkuojame simetring baigtiniy skirtumy schema (2.1) taip, kad ji aproksimuoty lygti
1)
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n
) + /l(,—QG(:nMLs—fk)
tt

|lL‘”+1l2+|1Un|2 “‘.n—}-l+,wn
X
2 2

=0. 34

Uzdavinio (1.1)=(1.4) sprendinio artinj apskai¢iuojame pagal formule

n _ —a(z,—3x),,n Py N

u, =e wi. jer  Zy < Zp4a,

y = jel z, = Zrg. (3.5)

Tokios baigtiniy skirtumy schemos sprendinio augimo daugiklis py. yra

1 - 0.25:h A

Pk = 120250

todel modifikuotos baigtiniy skirtumy schemos (3.4), (3.5) sprendinys yra nesalygiskai stabilus
L normoje.
4. ISskaidymo metodas

Skaitiuojamoje fizikoje labai populiarus isskaidymo pagal fizikinius procesus metodas. Siuo
metodu spreskime uzdavini (1.1)-(1.4), tada gauname baigtiniy skirtumy schema

.‘1/“+0'5 _ _U” 1 <yn+0.5 + yn>
? [ S—
tt

h ) 2
,Un-f-O.-")i- + Iyn|2 Un+0.5 + 1/11
+ ol - Y _o, @1
! 2 2
n+l _  n=+0.5 n+1 . n+0.5
y y Loty _o. 42
h 2

o stiprinimo procesa vél aproksimuojame (2.4) lygtimi. Tokios baigtiniy skirtumy schemos ap-
roksimacijos tikslumas sumine prasme yra O(r + h?) eilés. Jos augimo daugiklis Pk yra

_ 1-0.25thA; 1 -0.5ah 1+ 0.5ah
T 1+0.25hA 1 +0.50h 1 -0.5ah

Pk

todel teisinga lygybe |px| = 1 ir i¥skaidymo schema yra nesalygiskai stabili Lo normoje. Taigi
iSskaidymo schemoje subalansuojami energijos praradimo ir stiprinimo procesai.

Panaudodami formaly simetrizavimo biida, galime gauti ir O(72 + h2) aproksimacijos tiks-
lumo i8skaidymo baigtiniy skirtumy schemz;

n+1/3 _ yn yn+1/3 + yn 3

Y ' =0, (4.3)

+

0.5h ' 2
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iyn+2/3 _ yn+1/3 + l yn+2/3 _|_yn+1/3
h 2 2 0
n+2/3(2 n+1/312 , n+2/3 n+1/3
+ ;—Iy I°y 42-y —o, (4.4)
yn+1 _ yn+2/3 yn+1 + yn+2'/3 3
05h +a 5 =0. 4.5)

Jeigu vietoje (4.3) ir (4.5) lygtiy naudotume tikslias lygybes, pvz. (4.3) lygti pakeistume lygybe

y'n+1/3 - e—O.Sahyn’

tai (4.3) ir (4.5) baigtiniy skirtumy schemos Zingsnius galima apjungti visuose vidiniuose tinklo
wh taSkuose, nesutampangiuose su stiprinimo tagkais.
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N}lmerical method for a Schrédinger problem
Wwith amplification process

R. Ciegis, G. Kairyte, V. Pakalnyte

In this paper we consider one Schrodinger problem which describes a signal propagation in optical
fibers. The stability of symmetrical finite difference scheme is investigated in the L2 norm. It is proved that
the scheme becomes unstable if the signal is periodically amplified along the fiber. A modification of the
Symmetrical scheme and one splitting scheme are proposed to solve the given problem.



