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1. UZdavinio formulavimas

Daug fizikos, technikos, valdymo uZdaviniy yra apra¥omi paprastyjy diferencialiniy lyggiy sis-
temomis. Kai nagringjamame procese jvairios sprendinio komponentés kinta labai skirtingais
greiiais, sakome, jog gautoji lyggiy sistema yra standi. Nagrinékime tiesini modeli

dU
E{+AU=0’ (L
U(0) = Uy,

Cia A yra simetriné teigiamai apibréZta matrica, t.y. A = A* > 0, o U neZinomujy vektorius
U = (ui(t),uz(t), . .., um(t))’. (12)

Netiesinéms diferencialiniy lyg&iy sistemoms (1.1) lygtis yra gaunama, kai naudojame viena
i§ linearizacijos metody, pvz. Niutono metoda. Norédami suprastinti tolimesne analize tarsime,
kad jau atliktas kintamyjy pakeitimas ir matrica A yra istriZainé, o A yra jos tikrinés reikimes

UZdavinys (1.1) vadinamas standZiu, jei matricos A standumo skaiius S = Ay /A1 >> 1.
}’ra sudaryta daug standZiyjy diferencialiniy lyg&iy skaitiniy sprendimo metody, (Zr. pvz. [1,2]).
Siame darbe nagrinésime adaptyvius integravimo algoritmus ir patikslinsime standZiyju diferen-
cialiniy lyggiy apibréZima.
2. Baigtiniy skirtumy schemos
Intervale [0, T'] apibréZzkime diskretuji tinkla

Wy = {tn tth=n1, n=12,...,N,ty =T}

Nagrinekime tokias lygtiy sistemos (1.1) aproksimacijas.
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2.1. ISreikstinis Eulerio metodas

n+l _ yn
Y_L + AY™ =0, 2.1)
Y° = U,

tia Y™ =Y (t,) yra diferencialinés lyggiy sistemos sprendinio artinys, apibrétas taske t.,.

2.2. Neisreikstinis Eulerio metodas

n+l _ yn
Y__L + AY™H = o (2.2)
YO = U().

2.3. Simetrinis Eulerio metodas

Yn+1 _yn Yn+1 n
Y +A( 2+Y>=0, 2.3)

Y° = U,.

I8 baigtiniy skirtumy schemy teorijos Zinome, kad pakankamos diskre&iujy schemy konverga-
vimo salygos yra aproksimacijos ir stabilumo reikalavimai. Ta&iau klasikinis aproksimacijos
paklaidos apibréZimas rodo, jog §i paklaida yra O(UP+1)7P) eiles dydis. Kadangi UP+) =
O()\ﬁ;' 1), tai tokie jverdiai leidzia irodyti diskretiojo sprendinio konvergavima tik labai maZiems
7. Modeliuojant realius fizikinius procesus reikia mokéti parinkti maksimaly leisting Zingsni
7, kuris yra pakankamas norint reikiamu tikslumu apskai&iuoti diferencialinés lygtiy sistemos
sprendinio artinj.

Aproksimacijos paklaidg ivertinsime kiekviename Zingsnyje palygindami tikslaus diferen-
cialineés lyggiy sistemos sprendinio maZéjimo daugiklj ir baigtiniy skirtumy schemos sprendinio
maZejimo daugikli;

k= (p(TAk) — e™™*) up(tn),

¢ia maZéjimo daugikliai yra apibréZiami lygybémis

Uk(tng1) = e M ug(tn),

vet! = p(r vk

Pana3us aproksimacijos paklaidos apibréZimas buvo naudojamas ir [3] darbe. Atlike ne-
sudetingus skai¢iavimus gauname tokius baigtiniy skirtumy schemy sprendinio maZéjimo dau-
giklius:
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iSreikstinio Eulerio metodo
P1 (T’\) =1- T)H

neisreikstinio Eulerio metodo

1

) = 730

simetrinio Eulerio metodo

1-0.57)

Pa(mN) = T o5

3. Adaptyvusis integravimo algoritmas
Integravimo Zingsni 7,, parinksime taip, kad biity i¥pildyta stabilumo salyga

loj (Ta1 )] € 1, k=1,2,..., M, 3.1
ir aproksimacijos tikslumo reikalavimas

| (pj(Tn2 k) — e~ ) yn) L e, 3.2)
Tada n-tajame algoritmo Zingsnyje parametrg 7,, parenkame tokiu bidu

Tn = Min(Tn1, Tn2, 7o), 3.3)

Cia 79 yra vartotojo apibréZtas maksimalus integravimo Zingsnis.

iame adaptyviajame algoritme stabilumo salyga (3.1) garantuoja sprendinio stabiluma Lo
normoje. Nesunku patikrinti, kad neiSreik3tiniai Eulerio metodai (2.2) ir (2.3) yra nesalygiskai
stabilis (t.y. 7,; = 00), 0 i¥reikstinis Eulerio metodas yra stabilus tik tada, kai

a1 € 2/An. (3.4)

Pastaba, Adaptyviajame integravimo algoritme stabilumo salyga galime pakeisti ir grieZtes-
niais reikalavimais, pvz. asimptotinio stabilumo reikalavimu [4]. I¥reik§tinis Eulerio metodas
yra asimptotigkai stabilus, jei

1
7-nlg—_
M

simetrinis Eulerio metodas yra asimptotiSkai stabilus, jei iSpildyta salyga

Tnl <

A1 A M
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neidreikstinis Eulerio metodas (2.2) yra nesalygiSkai asimptotiskai stabilus (7,1 = 00).

4. Skaiciavimo eksperimentas

Nagrinékime dviejy tipy matricas A. Pirmoje eksperimenty serijoje matricos A tikrinés reik§més
A yraklasterizuotos dviejuose taSkuose — puse tikriniy reik§miy sutampa su A1, likusios tikrinés
reik§meés sutampa su A ps:

AI 2)\2=...=/\1u/2, /\M/2+1=---=)‘A4, (4 l)

0<t<10, A=1,  Ay=10" m=34,56. '
Lentelgje 1 pateikti adaptyvaus integravimo algoritmo Zingsniy skai¢iai N, kuriuos atlikome
spresdami pirmaja testy serija visais trimis Eulerio metodo varijantais, kai lokali paklaida buvo
lygi € = 0.0001.

I$ pateikty rezultaty matome, kad isreikstinio Eulerio metodo Zingsniy skaiéius esminiai pri-
klauso nuo matricos A salygotumo skaiciaus, nes $io metodo didZiausia Zingsni 7, riboja sta-
bilumo salyga (3.4). NeiSreikstiniy metody atveju Zingsnj 7, riboja tik aproksimacijos tikslumo
reikalavimas, todél po to kai sprendinio spektriniame skleidinyje nebelieka harmonikos, ati-
tinkancios didZiausia tikrine reikme, Zingsnis 7, adaptyviajame algoritme prisitaiko prie létai
kintan¢ios komponentés aproksimacijos reikalavimy.

1 lentelé.
Adaptyvaus integravimo algoritmo Zingsniy skaitius, kai sprendZiamas (4.1) uZzdavinys

m  Metodas (2.1) Metodas (2.2) Metodas (2.3)

3 5133 276 59
4 50133 277 59
5 500128 277 59
6 5000083 277 59

Jau i§ 3io pavyzdZio matome, kad neiSreikstiniy algoritmy atveju uzdavinio standumas néra
svarbiausia uzdavinio sudétingumo charakteristika. Svarbesné uZdavinio savybé yra matricos A
tikriniy reik§miy klasterizavimo tasky skaicius. Si teigini iliustruoja Lenteléje 2 pateikti antro-
sios eksperimenty serijos rezultatai. Matricos A tikrinés reik§meés buvo parinktos tokiu badu

m=1: A\ =1, Ay =108,

m=2: A\ =1, Ay =103 A3 =106,

m=3: A\ =1, A =10% X3 =10% X4 =10
m=4: X\ =101 i=1,2,...,7.

4.2)
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2 lentelé.
Adaptyvaus integravimo algoritmo Zingsniy skaitius, kai sprendZiamas (4.2) uzdavinys

m  Metodas (2.1) Metodas(2.2) Metodas (2.3)

1 5000083 277 59
2 5000085 413 88
3 5000088 533 116
4 5000152 723 163
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Adaptive integration algorithm for stiff ordinary differential equations
R. Ciegis, O. Subo&

The accuracy of one adaptive integration algorithm is investigated. The accuracy of the discretization
is estimated by comparing the discrete and exact stability factors. It is proved that the classical stiffness
definition is sufficient for explicit schemes. The complexity of implicit schemes depends on the distribution
of eigenvalues of the systems matrix and the information about minimal and maximal values of eigenvalues
is not sufficient. Results of numerical experiments are presented.



