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SprendZiant diferencialini uZdavinj baigtiniy skirtumy metodu, biitinasias stabilumo salygas
galima gauti i§ spektrinio stabilumo poZymio, kuris ivairiems uZdaviniams gali biti skirtingai
formuluojamas. Jis vadinamas Neumann’o biitinaja stabilumo salyga arba $akny salyga [5, 1].
Spektrinis stabilumo salyga taikoma ir tiriant skaitinio integravimo metodus (Runge-Kutta, dau-
giaZingsniai metodai) paprastosioms diferencialinéms lygtims [1, 2, 3, 6] ir metodus lygtims su
dalinémis idvestinémis [1]. Vadinasi, jvairiuose uZdaviniuose sudaromi charakteristiniai daugia-
nariai ir tiriama jo $akny i$sidéstymas vienetinio rutulio atZvilgiu.

1. Sakny salyga
Nagrinékime kompleksini polinoma
f(2) = Pa(2) = anz" + an12" "' + -+ @12 + ag, M

kurio koeficientai a; € C, &ia C — kompleksiniy skai€iy aibé. Toks polinomas turi lygiai n $aknu
gi€C,i=1,...,n,jeigua, # 0. Suformuluosime $akny salyga (1) daugianariui.

1 APIBREZIMAS. Daugianaris P, tenkina Sakny sqlyga, jeigu visos $io daugianario $aknys pri-
klauso kompleksinés plok3tumos uzdarajam vienetiniam skrituliui, ir $aknys, esan¢ios vienetinio
apskritimo taskuose, néra kartotinés.

Skirtumy metodai nestacionariesiems diferencialiniams uZdaviniams dalinémis i§vestinémis
[1, 6] paprastai uzraomi dvisluoksnémis arba trisluoksnémis skirtumy schemomis (lygtimis)-
Taikant spektring $iy schemy analizg, gaunami pirmojo Py(z) = bz + ¢ arba antrojo laipsnio
daugianariai Py(z) = az? + bz + ¢, kuriems reikalinga patikrinti $akny salyga. Tiesinio daugia-
nario tyrimas nesudaro jokiy sunkumy, nes tokio polinomo (kai a; # 0) $aknis g yra vienintelé,
ir belieka patikrinti, ar ji moduliu maZesné uZ vieneta. Akivaizdu, kad

A= {(c,b) € C? lgl <1} = {|e| < [b], b#0}. @
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L.1. Bendrosios teoremos apie daugianario Saknis vienetiniame skritulyje

Duotajam daugianariui f(2) priskirkime jungtini (apskritimo S = {z € C : |2| = 1} atvilgiu)
daugianari

f*(2) =2"f(1/z) = @o2" + @12" ' + - + @, = ao H(Z - 25),
=1

Cia nuliai z; = 1/ simetri¥ki ta¥kai daugianario f(z) nuliams z; apskritimo S atZvilgiu.
Toliau seksime Morris Marden’o “Geometry of Polynomlals” [4]. Daugianariams f(z) ir
f*(z) apibrésime daugianariy seka f;(z) = 3 p—3 afc’ 2%, kai fo(z) = f(2) ir

fi+1(z )—-a(()’)f (z)—a,(’) ;fi(2), i=0,1,...,n—1.

Vadinasi, afcﬁ'l) = Fz(’)am ol g _x- Kiekvieno daugianario f;(z) narys ag

) Op=jOn—j—
skaicius, kuri Zymésime

) yra realusis

bjp1 = |a(’)|2 - Iaffl]-IQ = a((,j'H), j=0,1,2,...,n—1.
Apie $iy daugianariy nulius Cohn ir Shur jrodé lemas, kurias kompaktiZkoje formoje sufor-

mulavo Marden [4].

llema. Jeigu [f; turi p; nuliy vienetinio apskritimo S viduje, s; — vienetinio apskritimo taskuose,
ir jeigu 641 # O, tuomet f; 41 turi

Pit1 = (1/2)(n —j-sj—(n—j—s;— 2pj)sign6j+1)

nuliy S viduje. Dar daugiau, f;, turi tuos pacius nulius kaip f; apskritimo S taskuose.

2 lema. Jeigu |ag| < |an| tuomet daugianaris f (2) turi visus nulius S viduje tada ir tik tada,
kai daugianaris f; (z) turi visus nulius S viduje.

ApibréZkime skaiting seka: P, = 6162...6k, k = 1,2,...,n. Marden [4] taip pat irodé
teorema;:

1 teorema. Sakykime, duotajam daugianariui f (2) = ao + a1z + - - + a, 2" apibrésta seka
fiv1(2). Jeigu kazkuriam k < n, Py, # 0 sekoje Py, bet fr11(z) = 0, tuomet f turi n—k nulius
apskritime S arba simetriniuose Siam apskritimui taskuose, ir Sie nuliai sutampa su daugianario
Fe(2) nuliais. Jei psekos Pj,j = 1,2,...,k, nariy yra neigiami, tai f turi p papildomy nuliy
apskritimo S viduje ir ¢ = k — p nuliy S iSoréje.

2 APIBREZIMAS. Daugianaris g(z) = bo + b1z + - - - + bp2™ vadinamas savi-atvirkstiniu, jeigu
9 turi nulius tik apskritime S arba simetriniuose $iam apskritimui taskuose.
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»
Savi-atvirk§tiniy daugianariy atveju f ir f* skiriasi [4] pastoviu daugikliu u, ju| = 1, ir
daugianario f koeficientai tenkina salygas:

bn = qu, bn_]_ = 'U.Bl, ey b() = ‘U,Bn, [u| =1.

Pastebésime, kad 3iuo atveju |bo| = |bn|.
Savi-atvirk§tiniams daugianariams teisinga lema ir teorema [4]:

3 lema. Jeigu g yra savi-atvirkStinis daugianaris, tuomet g’ neturi nuliy apskritimo S taskuose,
i§skyrus daugianario g kartotinius nulius.

2 teorema. Jeigu g yra savi-atvirkstinis daugianaris, tuomet g turi diske |z| < 1 tiek nuliy kaip
ir daugianaris
n-—1
a1(2) = [¢'(2)])" = Y _(n = 5)bn—s,

=0

t.y. g ir ¢’ turi vienodq skaiciy nuliy vienetinio apskritimo S viduje.

2. Saknu salyga kvadratiniam daugianariui
Sakykime, turime kvadratinj daugianari
f(z) =c+bz+az? a,bjceC, a#0. . 3)

Darbe [7] buvo suformuluotas $akny salygos kriterijus tokiam daugianariui.

3 teorema. Kompleksinis kvadratinis daugianaris (3) tenkina Sakny sqlyga, jeigu jo koeficientai
priklauso aibei

{le|> + |ab - be| < |al?, |b] < 2|al}- 4)

I pastaba. Jeigu mus domina silpnesné salyga, kurioje S taSkuose $aknys gali biiti kartotineés,
tuomet (4) i¥rai¥koje grieZtaja nelygybe |b| < 2|a| reikia pakeisti nelygybe |b| < 2|a| nes
kartotine $akni (g1 = g2) S taSkuose turésime, kai daugianario koeficientai priklauso aibei

{le| = lal, @b = be, |b] = 2|a|}. &)

Abi 3aknys yra S viduje, kai daugianario koeficientai priklauso aibei

{lc|* + |ab — be| < |al?}. (6)
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lrodymas. Trodysime 3iuos teiginius, kai a = 1, nes bendrasis atvejis su a # 0 lengvai susiveda
Latvejia = 1.

Pirmiausia surasime koeficienty aibe, kada abi $aknys yra S viduje. Jeigu (3) yra nag-
rin¢jamasis daugianaris su a = 1, tuomet apibrézkime daugianarius

fr(2) = 14bz+&2?, ‘ (7
fi(z) = B+Cz, C=bc—b, B=6 =|c*-1€R, (8)
fi(z) = C + Bz, )
fo(2) = 6 =6, = |B|* - |C)?, (10)

bei (3) daugianario i§vestine
9(z) = f/(z) =b+ 22, ¢"(2) = 2+ bz, (1)

13 Vijetos teoremos: |c| = |q1 g2| = |q1]- |g2], todél |¢| < 1. Jeigu || = 1, tuomet |q1] - |go| = 1,
ir Siuo atveju biitinai |g1| = |g2| = 1. Vadinasi, lieka atvejis |¢| < 1, o tada teisinga 2 lema.
Patikriname, kada tiesinio daugianario fJ $aknis yra S viduje: |C| < | B|.

Istirsime atveji, kuomet S taske yra kartotiné Saknis (diskriminantas D = 0). Akivaizdu, kad
‘| = 1. Siuo atveju, f i§vestiné g turés nuli apskritime S, jei |b] = 2, ir
b% — |b)%c _ b% — 4c D

:——:0.

be — b= — =
© b b b

L.y. daugianario f koeficientai priklauso (5) aibei.
Atvirksgiai, jeigu daugianario f koeficientai priklauso (5) aibei, tuomet daugianaris f —savi-
atvirk$tinissu u = ¢

lul=1,1=ué b=ub, c=u-1,
ir turi kartotine $akni;

D = b* —4c = bbc — 4c = |b|%c — 4c = 4c — 4c = 0,
kuri Siuo atveju priklauso S. Pastaba pilnai irodyta. Belieka istirti atveji, kuomet abi Saknys
priklauso vienetiniam uzdarajam skrituliui D, = {z € C: |2| < 1.}

Daugianario f((1+¢)z) = c+ (1+¢€)bz+ (1 +¢)222,&iae > 0, visos Saknys bus S viduje
tada ir tik tada, kai f Saknys bus apskritimo S14+. = {2z : |2| < 1 + €} viduje. I3rase (6) salyga
Siam daugianariui, turime

lel2+ (14 €)l(1 +¢€)%b—be| < |(1+¢€)?2 (12)

Jeigu |¢| < 1, tuomet riboje, kai € — 0, gauname salyga

|2 4 1b = be| < 1, (13)
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o jeigu |¢| = 1, tuomet perra$ome (12) nelygybe pavidalu
(1+€)|(1+€)% —be| < 4e + 6% 4 4 + 2. (14)

Jeigu b = 0, tuomet 3i nelygybe teisinga visiems |c| = 1, 0 jeigu b # 0, b # b, tai pakankamai
maZiems & > 0 $ios nelygybés netenkina joks |c| = 1. Jeigu b # 0, bet b = bc, tuomet

4 + 6c + 462 4 €3
1+e)2+¢) ’

|b] <

ir riboje gauname salyga |b] < 2.
Vadinasi, jeigu abi $aknys priklauso D;, tuomet daugianario koeficientai priklauso aibei

{lcl < 1,1C| < |IB|} U{lc| = 1,b = be, |b] < 2}. (15)

[rodysime, kad $ios salygos yra pakankamos. Pirmajame (15) poaibyje 6; = |c|? — 1 < 0,
b2 = 0, todel P, < 0, f, = 0, ir i§ 1 teoremos turésime viena 3aknj S viduje, o kita S taSke.
Antrojo poaibio atveju turime savi-atvirk3tini daugianari, kurio i§vestiné turi vienintele¢ $aknij
q = —b/2. Jeigu |b| < 2, tuomet g € Dy, t.y. g neturi 3akny D, iSoréje. Remiantis 2 teorema,
D, iSoréje nebus ir f $akny. Teorema irodyta.

3. Sakny salyga kubiniam daugianariui
Nagrinékime kubinj daugianarj
f(z) =c+bz+az? +d23, a,bc,de C, d #0. (16)

Apibrézkime daugianariy seka:

fr(2) =d+az+b22+é&3 A=|c?-|d?cR, B=cb—ad, C =ca-—bd,
fi(z) = A+ Bz +C2%, f}(2) = C + Bz + A2?,

fa(z) = |AI* = |C|* + (AB — BC)z, f3(z) = AB— BC + (JA* - |C|?)z,
fa(z) = (|A]* - |C|*)? - |AB - BCP>.

Savi-atvirkstini daugianari turésime, kai A = 0, B = 0, C = 0. Kartodami $akny salygos
tyrimga (kvadratiniam daugianariui), gauname $akny i$sidéstymo kriterijus.
1) Visos daugianario $aknys yra apskritimo S viduje, jei jo koeficientai priklauso aibei

Ao ={|C|> +|BA - CB| < |Al’};
2) Visos daugianario $aknys yra diske D, jei jo koeficientai priklauso aibei

Ap = {A<0, [C]>+|BA-CB| < |A]*}
U{A =0, B=0, b*>+2|3ad — ba| < 9/d|*};
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3) Jeigu daugianario koeficientai priklauso aibei

Ay = {A<0, |C|=|A|, AB=BC, |B|=2|A]}
U{A=0, B=0, |b|*+2[3ad — ba| = 9|d|*},

tuomet yra kartotiné ¥aknis apskritimo S taske;
4) Jeigu daugianario koeficientai priklauso aibei

Ay ={A=0, B=0, 3ad = ba},

tuomet yra vienintelé kartotiné $aknis apskritimo S taske.
Surinke $akny salygai tinkamus poaibius gauname pagrindinj rezultata, kurj suformuluosime
kaip teorema.

4 teorema. Kompleksinis kvadratinis daugianaris (16) tenkina Sakny salyga, jeigu jo koeficien-
tai priklauso aibei

Ar = {A<0, |C|*+|BA-CB| < |A]*}
U{A =0, B =0, |b?+2|3ad - ba| < 9|d|?}
\{4 <0, |C|=|A], AB=BC, |B| =2|A|}.
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About the geometrical properties of the root condition for the third order
polinomials

A. Stikonas

This paper deals with a root condition for polynomial of the second and third order. We prove the
Toot criterion for such polynomial with complex coefficients and find regions for the root condition in the
special coefficients’ phase space.



