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Diofantiniy artiniy teorema

Vilius Stakénas* (VU)

Ivadas. Klasikiné Hurwitz’o teorema tvirtina, kad bet kokiam iracionaliajam « atsiras
be galo daug nesuprastinamy trupmeny m/n, kad

a——| <

n ~/§n2.

Sios teoremos nejmanoma patikslinti, t. y. pakeitus konstanta /5 didesne, atsiras iracio-
naliujy skai¢iy (pavyzdZiui, ,,auksinio pjivio” skaitius ¢ = (1 + «/5)/ 2), kuriems teiginys
nebebus teisingas.

Kartais iracionaliujy skaiiy aproksimavimo racionaliaisiais uZdavinys nagrinéjamas,
formuluojant salygas ne tik aproksimacijos tikslumui, bet ir reikalaujant kokiy nors artiniy
_Savybiu. PavyzdZiui, reikalaujama, kad m, n bity pirminiai [1], bekvadratiai skaiiai [2,3]
Irt. t.

Siame darbe diofantiniams artiniams specializuoti naudosime salyga f(m/n) = a, &ia
f: Q¢ - G, multiplikaciné funkcija, apibréZta racionaliyjy skai¢iy aibéje ir igyjanti
reik§mes kokioje nors komutatyvioje pusgrupéje su vienetiniu elementu e, t. y. su visais
poromis tarpusavyje pirminiais m, ny, m, n, tenkinanti salyga

mi may o omiy L oma
f(nl nz) =7 ni )f(n2).
Su multiplikacine funkcija f susiekime aibe

Pr={p: f(p)#e,arba f(p~') #e},

Cia kaip ir kitur p Zymi pirminius skaiius.
Tarkime eilute 1
- (1)

PEPr p

l m 1

konverguoja. Tada galima jrodyti (Zr. [5]), kad kiekvienai f reik§mei a egzistuoja teigiama
koqstanta c(a) tokia, bet kokiam skaidiui @ > 0 atsiras be galo daug trupmeny m/n,
kurioms su @(n) = c(a)/n bus teisinga

m m
o= 2| <o, f(Z)=a. @
n n
\
* ..
Mokslinj darbg remia Lietuvos Mokslo ir Studijy fondas.
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Iracionaliesiems skaiGiams §j teiginj galima Zymiai patikslinti, pareikalavus, kad aibé Py
bity ,,reta” (Zr. [4]). Tikétina, kad funkcijoms, tenkinan¢ioms (1) ir visiems iracionaliesiems
a > O teiginys (2) teisingas su funkcija

1
om) = 5. 6 €(0;2/3);

t.y. tikslumas tas pats, kaip aproks1mu01ant iracionaliuosius skaifius trupmenomis, suda-
rytomis i§ bekvadraliy skaiCiuy, Zr. [3]. Siame darbe jrodoma teorema garantuoja tokj
tiksluma, jei

1/3
log x

TEOREMA. Tegu 6 € (0; 2/3) ir multiplikaciné funkcija f tenkina sqlygq

#(Pfr'\[2;x])=o( ), x — 00.

1-6

#(Pfﬂ[Z;x])=o( ) x = 00.

log x

Tada bet kokiam iracionaliajam o > 0 ir f reikSmei a atsiras be galo daug racionaliyjy
skaiciy tenkinanciy sqlygas

o2 <t 1(Z)=e

[rodymas. Su pirminiy skailiy aibe Q apibréZkime multiplikacing funkcija A(m, Q)

e y_ 11 JeipgQ,
Mp ’Q)‘[o, ieipeQ.

Teorema i$plaukia i tokio teiginio.

LEMA 1. Tegu 6 € (0;2/3), ¢ > 0, ir aibei Q teisingas jvertis

1-6

#(Qn[z;x])=o( ) x = 0o 3)

log x
Tada bet kokiam iracionaliajam « > 0 atsiras be galo daug racionaliyjy skailiy, tenki-
nandiy sqlygas
e
a — —
n

¢ 2 2
< pFTE uE(m)p(n)A(m, Q)A(n, @)= 1.

Sioje lemoje ir kitur u rei¥kia Miobuso funkcija. Tarkime racionaliajam skaiiui /!
teisinga f (k/1) = a. Sudarykime aibg

Q= Py U{p: plkl}.
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Tada aibe Q tenkina (3) salyga. Imdami ¢ = k~'1~? ir pasiréme 1 lema, gauname, kad
egzistuoja be galo daug racionaliyjy m/n, kuriems

[pe = 2] < o WP erim, A, @) = 1.

Taciau tada

km 1 km
=T < G () ==
Taigi pakanka jrodyti 1 lema. Savo ruoZtu ji i8plaukia i§ tokio teiginio.
Tegu a/q kokia nors nesuprastinama trupmena, A > 0 — bet kokia konstanta. Jeigu q
yra pakankamai didelis, tai atsiras trupmena m/n, tenkinanti salygas

m a 1
7 - Zl S g KmEmAem Orn, 0) =1, Ag¥M <n<24gY040). ()

Tarkime, (4) teiginys teisingas. Tada imdami iracionaliojo skai®iaus & grandininés
trupmenos reduktus a/q su pakankamai dideliais vardikliais ir (4) salyga tenkinancius
artinius, gautume

I m<| al+|a m|<2<2(2A)1+9
i g g T nl T g n1+o

Lema biity irodyta.
_ Irodysime (4) teiginj. PaZymékime N = Ag¥(1+0) [ = N /q. Tada (4) teiginys biity
teisingas, jei atsirasty sveikuju skailiy trejetas (m, n, I), tenkinantis salygas

mg—an=1I, N <n<2N, 1<ILL, &)

ir Io(m, n) = K2 (m)ud(n)r(m, Q)A(n, Q) = 1. Tarkime, S, yra visy trejety, tenkinangiy
(5) salygas, aibé. [rodysime, kad

T, =) {Ig(m,n): {m,n,1) € S} > 0.

Pazymeékime
Q. =[tr: p<z.pe) P.=]]».

P<z
I§ akivaizdziy nelygybiy
12(m) > Z“‘L(d): dzlm,lez} - Z{l: p >z, p*lm),

Am, Q) > A(m, Q;) =) {1: p>z,peQ,plm)

gauname

Io(m,n) > f(m) f(n)r(m, QA(n, @) = ri(m) — ry(n) — ra(m) — ry(n),
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¢ia pazyméjome

flm) =) {w(d): d*|m, d|P,},
rm) =Y (1: p>z,pm), rm =) (I: p>z,peQ, plm}

Tada
T, 2U—Ri — Riz— Ryy — Rya, (6)
Cia
U= Y. Ffm)fmrim, Qrr, Q)
(m.n,l)eSq
Ry = Z ri(m), Rz = Z ra(m),
(m.n,l)eSq (m.n.l)eSy

Ry2 ir Ry yra analogiskos reik8miy ry(n), r2(n) sumos.
Pasinaudosime sumy Ry, Ry iverdiais, gautais Heath-Brown’o darbe [3]. Siame darbe
sumos jvertintos, kai N = g% (+9. Tie patys samprotavimai tinka ir atveju N = Ag¥/(!+9).,
Jei 6 < 2/3, tai
NL
qloglogqg’

Nattiraliyju skai&iy a, b, ¢ bendra didZiausia daliklj Zymésime (a, b, ¢). DydZius Ry,
Ry, vertinsime pasinaudodami $iuo teiginiu.

Riu+Rp K @)

LEMA 2 ([3], Lema 3). Tegu vy, vz, v3 — sveikieji skaiCiai, (v, v2, v3) = 1, Xy, X2, X3 >
0. Tada lygties
vix;+uvaxa +uv3x3 =0

sprendiniy sveikaisiais skaiciais x, x2, X3 su sqlyga |xi| < Xi, (x1,x2,x3) = 1, kiekis
nevirsija
X1X2X3

4+ 12n .
max{|v;|X;: i = 1,2, 3}

Ivertinsime tik suma Rz, nes kita suma vertinama analogiskai. Kaip ir [3] straipsnyje
dalysime S, i poaibius pagal d = (m, n, ) reik§mes. Vieno trejeto (m, n,l) inaSas i R2
yra nedidesnis uZ n skirtingy pirminiy dalikliy skai€iu, kuris savo ruoZtu vertinamas dydziu
O(logq/loglog q), taigi

loggq
1: ,n,l ,d=(m,n,
Rp < oglog g E {1: (m,n,l) e S;,d =(m,n,l) >z}

+Z{l: (m,n,1)€S,;,d=(m,n,l)<z,z<p<2N,peQ,pln}
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Pirmaja suma vertiname kaip [3] (Zymésime xy, x, x3 skai&ius, kuriems (x;, x3, x3) =

1):

2N L
1< Y #{trxaxa)i gxi —axa — 33 =0, fral < 2 3 < -} ®
{m,n,l)€S, dz d d
d=(‘m:n.l)gz >

Kadangi |gx| < |axz| + lx3| € N/d, tai |x|| < cNg/d.
Dabar (8) sumos démenj jverting 2 lemos dydZiu (X; = cNgq/d, X, = 2N/d, X3 =
L/q,vi = q,v; = —a, v3 = —1) gausime (z = loggq )

logg NL LN
Ry Ko=) € e
loglogg 557 qd> ~ qloglogq

®

Ivertinsime R3,; kadangi p Jd ir pin, tai m = x;d, n = x;pd, | = x3d ir

CW R

2N
Ry« Z Z#{(Xl,xz,x3)i gx1 —apx; —x3 =0, [x2] < 5, [x3] <

}

2<p<2N d<z dp
peQ
Vel panaudoje 2 lema su tais patiais X; ir v; = ¢, v; = —ap, v3 = —1, gausime

R§2<<Z{(1+ql;;,2): z<p<2N,peQ,d<z]

<<Z{z: P<2N,pe€ Q}-i—%Z[%: p>z,p€Q}.

Kadangi LN /g = A2421-0)/(1+8) 5 pasinaudojg salyga aibei Q, gausime

2(1-6

Z{z: p <2N,pe Q) =o(logq-qu:) =o(

LN
=)
Be to

1
Z{;: p>zpe Q} =o(l), gq— oo,
'tl'ajcgii R}, = o(NL/q). I§ (7), (9) matome, kad S$is jvertis teisingas visoms sumoms R;;.
ada

LN
q
Ir teorema. bu's irodyta, jei nustatysime, kad U > LN/q.
Sumazinkime sandauga P, i§mesdami pirminius daugiklius p € Q,: P! =P,/(P, Q,),
tada (P¥, Q,) = 1. Apibrézkime

fr(m) =) {u(d): d*m,d|P}),
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tada
fm)A(m, @) = f*(m)A(m, Q.),

nes abi pusés sutampa, kai (m, Q) =1 ir virsta nuliais, kai (m, Q,) > 1. Tada

U= Z f*m) f*(mr(m, Q)r(n, Q)

(m.n,l)eSq

= Y S wd)udp@u®): diim diin, diIP7,8ilm, baln, 81Q:),

(m.n.1)eSq
¢ia pasinaudojome lygybe
Mm, Q) = Y _{u(8): 81(m, Q).
Dabar
U= E{I»‘f(dl)ﬂ(d2)ﬂ(al)ﬂ(52)#A(dlvd2’ 81,8): di, da| P}, 81, 82102},
¢ia
A(dy, da, 81, 82) = {(m™, n*, I"): qd28,m* —ad3sn* =1, N <djdn* <2N,1 <1< L}

Pazymékime D = (d281,d38,), tada aibé A(dy, ds, 81, 8;) netustia tik tuo atveju, kai
| = DI*. Tada

A(dy, d2, 1, 82) = {(m*,n*, I"): —(ad28,D~")n* = I"mod (qd?8; D7),
N(d28;)" < n* <2N(d38)~', 1< 1" < L/D}.
Kadangi su kiekvienu /* lyginys turi vienintelj sprendini, tai

L N D
#aah, b, .82 = (5 +00) (G257 o o)

LN 1 ND L
= — +0 o(=)+ o).
q d}d28,8 (dfdgs.sz) M (D) +0M

Tada
LN N
U= —q—-Ro + "q'O(Rl) + LO(R2) + O(R3),

¢ia

’

koo 3 RER@RGIUE) pA(d)uP(d)u’ (81)u*(52) D
0= Z d2d%5,6 ’ 1= E 42d2s
) 1420102 qre 1d38182
8i|QZ 8,~|Qz



Diofantiniy artiniy teorema 75

2 d 2 d 2(8 2 )
R= Y LOEWOIE)  pn T 2R G 6.
d,'lP; d,'le‘.ts,'le
5i1Qz

ibés P}, Q, neturi bendry elementy, tai

o= [T (- 2 [ (-2 - T1(0- 2 T -2 =0

p\p;

kivaizdu, kad R, R, < R3, taliau Ry & t(P})’1(Q;)? = 4*%), &a v skirtingy
atiraliyjy, o — skirtingy pirminiy dalikliy funkcijos. Kadangi w(P;) = n(z) < loggq/
gloggq, tai Ry « gq° su kiekvienu £ > 0. Taigi

NL (N NL
U>>—+(—+L+1)q‘>>—.
g \g q

eorema jrodyta.
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A theorem on diophantine approximations

Vilius Stakenas (VU)

A result is proved on approximation of irrational numbers by rational ones, satisfying some requirements
on their multiplicative structure. The statement is comparable with that one on diophantine approximations
with square-free integers.



