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Modelis “Policininkai ir vagys”

G.Felinskas (SU, informatikos katedra)

1. Vienas Zinomiausiy saveikaujan¢iy daleliy sistemy teorijos modeliy yra draudimy
procesas (DP) (exclusion process), Zitr. Liggett [1].

Si procesa galima apibudinti taip: kiekviename periodinés gardelés Z, mazge
x=1,.., N gali buti vienos rusies dalel¢ ir ne daugiau, kaip viena (77(x)=1 arba 7(x)=0),
dalelés laikui bégant atsitiktinai juda. Mazge x esanti dalelé per trumpa laiko tarpa At
arba nepajuda, arba nepriklausomai nuo kity daleliy perSoka i viena i¥ kaimyniniy mazgy
x+1 arba x-1 su atitinkamomis tikimybémis A,Ar+o0(At), A_At+o(At), jei atitinkamas
mazgas “tuSCias”. PrieSingu atveju Suolis nejvyksta. Skai&iai A, ir A_ yra DP parametrai
(peréjimo greitiai), charakterizuojantys daleliy judéjimo greiti. Matematikai, daleliy
sistemos evoliucija yra Markovo procesas

n =), xeZy), t=0.

Tikimybiy skirstinys, kai kiekviename mazge x tikimybé rasti dalele nepriklauso nuo
daleliy buvimo ar nebuvimo kituose mazguose ir yra lygi kazkokiam skaiiui 0 < p<l,
vadinamas Bernulio matu su parametru p:

L)
P,(n(x), xeZ)=(1- oV (Tp—J , &ia N — mazgy skaidius.
-pP

ApibréZimas. Tegul 7,, t >0 — Markovo procesas, priimantis reik§mes i§ baigtinés
aibés y . Tikimybiy skirstinys P(7) aibéje y vadinamas invariantiniu, jei visiems >0
galioja lygybé P(7,)=P(n,). Kitaip tariant, kiekvienu laiko momentu t>0 proceso
skirstinys sutampa su jo skirstiniu laiko momentu ¢ = 0.

Yra Zinoma, kad DP turi be galo daug Bernulio invariantiniy maty (“pusiausvyros
stoviy”), kurie vienas nuo kito skiriasi daleliy tankiu p .

2. Siame darbe nagrinéjamas naujas DP tipo modelis su dviejy rasiy dalelémis,
Pavadintas “Policininky ir vagiy procesu” (PVP). Siame modelyje kiekviename gardelés

Z mazge x gali biiti ne daugiau, kaip viena vienos rasies dalelé — “vagis” (Zym. &£(x) =1
arba £(x)=0) ir ne daugiau, kaip viena kitos ridies dalele — “policininkas” (Zym.
n(x)=1 arba n(x)=0).
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Iswalzduoklme kad kiekvienas “vagis” ir “policininkas” turi kiSenése po 2 “Zadintu-
vus” — kairiji ir deginjji. “Zadintuvai” suskamba pra¢jus laiko momentui , kuris yra atsi-
tnktlms ir pasiskirstgs pagal eksponentinj désnj su parametru 4 >0

Plr<sh=1-¢7%.

“Zadintuvy” parametrai apskritai gali bati skirtingi. Suskambus atitinkamam
“Zadintuvui”, “vagis” pereina i viena i§ gretimy mazgy x - 1 arba x + 1, jei ten neuZimta
kito “vagies” ir jei senoje vietoje yra “policininkas” (kitaip sakant, “vagis” béga nuo
“policininko”). Analogi3kai elgiasi “policininkai”: suskambus atitinkamam “Zadintuvui”,
jis pereina i vieng i§ gretimy mazgy x - 1 arba x + 1, jei ten néra kito “policininko” ir jei
senoje vietoje néra “vagies” (kitaip tariant, stengiasi pagauti). Nejvykus 3uoliui,
“Zadintuvas” uzvedamas i§ naujo.

MatematiSkai baigtinis PVP apibréZiamas kaip Markovo procesas (&,,m,), t=0 su

biseny (konfigiracijy) aibe y, , kurig sudaro sekos

& m={E@.n0) xe Zy }, &ia &(x)=0,1, 7(x)=0,1.
N-asis ir 1-asis mazgai — gretimi (visi mazgai i¥déstyti ant apskritimo).
Kiekvienai konfigiracijai (5,77)={(§(Z),77(z)), zeZN} ir bet kuriems gretimiems
mazgams x,ye Zy, |x—y =1, apibréZiama nauja konfigiracija (konfigiracija, jvykus

dalelés $uoliui i de3ing arba | kaire): (£*¥,n) = {(5 (22, zeZy }, ¢ia

E(y), jei z=1x,
EMV()=1&(x), jei z=1y,
£(z), jei z#x,y

Analogiskai apibréZiame konfiguracijg (£,7™)
PVP evoliucijq nusako generatorius:

N
Lf G.m) =3 1f €5 m) - F(EmIE@E - E(x+ 1) An(x)

x=|

N
+ Y LFE ) = FE MR- E(x-D)Agn(x)

x=1

N
+ Y L&) - FEMIN)A=n(x+ DAL - £(x)

x=1
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N
+ YL ER N - FEMM@A-7(x-1)A, (- E(x)) -

x=1

Modelj apralo 4 parametrai A%, /1i 20, kurie gali bati susieti lygtimis. Ty lyggiy

pasirinkima apsprendZia miisy noras, kad modelio invariantiniai matai bity Bernulio
matai. Remiamasi Zinomu invarianti$kumo kriterijumi:

Tikimybiy skirstinys P(&,7) yra invariantinis tada ir tik tada, jei bet kokiai funkcijai
f(&,n) teisinga lygybé:

2 LFEmMPEm=0.
E.nexn
TEOREMA. Nepriklausomas tikimybiy skirstinys (Bernulio)

N N N
N 2.5 a2 3 &(2n(2)
P =aj afbenF et g Faa )

ap = pog, @=L, a, =20 g - PoPu
Poo Poo Po1Pio

¢ia poy, Pors Pros P11 - tikimybes rasti mazge atitinkamq dviejy daleliy kombinacijq,

Poo + Po1 + Pro + p1y =1 yra invariantinis PVP matas tada ir tik tada, jei parametrai A%

,11, ay, — PooPu
Po1P1o

tenkina sqlygas:

- _ - _ M
) A} =A; =4, /1; =2, =4y, ap, =7 arba
2) }.} =g A¢ =/1;;, a;, =1.
Irodymas. (1) atveju daleliy sistemos generatorius apibréZiamas:

N
Lf & m =2 Y LFE™ . m) - FEMRE@A-ER))(x)

==yt

N
+4, D LFET) - FEMMEA-n(y))1-Ex)) .

|x=yl=1

UzraSykime )" Lf(£,m)P(&.n) = Agly + A1, , kur
S mexy
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N
Y SUFE ) - FEDERA-EONIEPE N

(€ mexn|r-yl=t

N
> Y& - FEMMRA=7())A-EC)PE,M)

(Emezn|x-y=t

ir parodykime, kad A:I, + 4,1, = O (invarianti¥kumo kriterijus). Perra8ydami I,, atskirai
p (3l 2

galime i3skirti atvejus, kai “béganti” nuo “policininko” dalelé “vagis” patenka | mazga,
kuriame yra kitas “policininkas” ir kai $iame mazge “policininko” néra (pirmu atveju
mazgy, kuriuose yra abiejy tipy dalelés, skaicius iSlieka toks pat, antru atveju - sumaZéja
vienu). Taip perraius, /; i¥rai¥ka sudaryty 8 sumos (4 i§ ju su minuso Zenklu). Ived¢
savitus paZymeéjimus, gauname, kad

L=J(f i+ I a O+ I D+ I D = JSAD - IF D =TI D= T(F. 9D

kur

N
Jfrad = X D FEmE@RA-Ex+D))n(xnx+DPE,n)

(&mexn x=1
atspindi situacija, kai i deSing “béganti” nuo “policininko” dalelé “vagis” patenka | mazga,
kuriame yra kitas “policininkas”, o Kkiti paZyméjimai J(f;",),J(f, ) traktuojami
analogi¥kai. Pastebime, kad

N
J(fl’: ?) = z Zf(gx.x+l’”)§(x)(l —é(x+1))ﬂ(x)ﬂ(x+ l)alzf(l)a;’l(l)agf(l)ﬂ(l)

(&.mexyx=1

=3 Zf(é MEG+1)(1 = EEMIN(x + DaZf @ gl 28O - J(f,1]).

(&mexyx=1

I§ tikryjy, & lygybé gaunama pakeitus kintamuosius. T.y., fiksavus x, x + 1, jvedam
naujus kintamuosius E (x+)=&(x), E(x)=£&(x+1), £()=£(2), kai
z#x,x+1,z=1..,N ir sumg Zi"ﬂz(mm pakei¢iam suma ZLZ(E'U)EZN ,

pasinaudodami lygybémis 3™V Z(x) =YV &(x) bei

S E@m() =3 SN+ Ex+D = £ -7 +D)

(Mazgy skaigius, kuriuose yra abiejy tipy dalelés, gali vienu sumaZéti, vienu padideti ir
gali likti nepakites). Siuo atveju, paskutiné sandauga Sioje lygybéje lygi nuliui, nes

sumuojam pagal (£,7) tokius, kad n(x) =n(x+1)=1. Pana$iai
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N
JEIO =0, T T FEMU=EG+ DEOM -+ i DT M5 L ap(f.0})

(.mexyx=l1

(“vagiui” pabégus, tokiy mazgy, kur yra abi dalelés, sumaZéja, todél atsiranda daugiklis
a;, ), bei

IS D =D IS 3D =apd (£.4).

Tokiu bdu, I; = aypJ (£, §) + ad (f 6D = (£ 1) - I (£,9D.
AnalogiSkai randame narj /, = aL;(f,g H+ aLj(f,} =D -IFLO.
12 12
(“Policininkui” pagavus “vagi”, tokiy mazgy, kur yra abi dalelés, padaugéja, todel
atsiranda daugiklis L ). Matome, kad lygybé Aely + A,1,=0. yra teisinga (arba Bernulio
a2

tikimybeés invariantidkos), jei patenkinta salyga a;, = % . Pana3iai jrodomas ir (2) atvejis.

Galima parodyti, kad bet kokiai porai 0< Per Py S1 egzistuoja vienas invariantinis
tikimybiy skirstinys Ppg’ o toks, kad P pe.y E@)=)=p;, P Pe., mx)=1)=p,.
Parinkus Pgs Py, vienareikSmiskai iSskaitiuojami  py;, poo, Por. P10, ©  lygybe
P = Pg py (5(x) ir n(x) nepriklausomybe) ekvivalentiska salygai a,, =1.

3. Remiantis PVP ir DP panadumu, galima tikétis, kad kai N ir t~N dideli, PVP modelyje
tikétinas lokalios pusiausvyros atsiradimas (hidrodinaminis elgesys). Matematiskai tai
reikSty, jog visiems 7 >0 ir kiekvienai glodZiai funkcijai g(y), y e (0,1] egzistuoja ribos

N
lim -117217," (x)g(x/N) =J: Pr(t, y)g(y)dy,

N> =1
1 _ d
A 26, 8GN = [ o €. )5 )y

kur ribiniai daleliy tankiai Pe(t,y), p,(t,y) atvejais (1) ir (2) tenkina Burgerso lyg&iy
sistema:

pety) o . .
‘é,—t =551 = APy oy (1. )Py e ),
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ap,ty) . . ..
—i’o,,—t— = ;y—[a,, = APy (1, 9)A= p, (4, A= pg (1, Y)]);

su atitinkama pradine salyga p,(0,y) = pg( ) pp(0,y) = pf,’ ).

Sio tipo netiesinés diferencialinés lygtys pasiZymi triikiy sprendiniy (smiginiy fronty)
egzistavimu. Pasirodo, tokie sprendiniai gali susiformuoti net prie glodZiy pradiniy salygy.
Paprastiausi trikiis Burgerso lyg¢iy sistemos sprendiniai visoje tieséje (—co < y <) yra

Py Jeiy > ct,
Py, Jeiy <ct,

Pi . jeiy>ct,
1

r t,y)=
o7 deiysar, " 1Y) {

pg(t,)’)={

tia 0< p;,pz,py,P, <1 — daleliy koncentracijos neigiamoje ir teigiamoje pusaSése
pradiniu laiko momentu ¢ = 0, o ¢ — smiginio fronto judéjimo greitis lygus

¢ =~(Ag = A )A- p; = p7) =~y = 1)U- p; = p7) .

4. PVP evoliucija buvo modeliuojama kompiuteriu. Parinkus parametry Ags Ay

reikSmes, procesas modeliuotas su invariantinémis pradinémis tikimybémis (“pusiausvyros
stovis”), keliomis skirtingomis parametry p;, p, reikSmémis. Tas pats padaryta paémus
neinvariantines pradines tikimybes. Stebéta pusiausvyra ir artéjimas i pusiausvyra.
Parametrai buvo parinkti tokie, kad modelio evoliucija vykty kuo greitiau. Vaizduojant
konfigiracija kas tam tikra jos pasikeitimy skai€iy, gauti modelio evoliucijos grafiniai
Zemélapiai.

1pav. Daleliy maiSymasis, kai modeliuojamas artéjimas  pusiausvyra,



1
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2 pav. Pusiausvyros modeliavimas, kai 3 pav. Artéjimas { pusiausvyra.
Pe=py= 0,5.
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Model “Policemen and Thieves”
Grazvydas Felinskas
The article discusses “Policemen and Thieves” model similar to exclusion process.

The theorem about invariant measures of the process has been proved and hydrodynamic behavior has
been discussed.



