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Apie vieng Kosi uZdavinio formalaus sprendimo algoritmo
apibendrinima

Z. Navickas (KTU)

Siame darbe pateiksime specialiy tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy dalinémis iSvestinémis
su kintamais koeficientais formaly sprendimo metoda.
1°. Tegul tiesinéje erdvéje (F; +|C) duota tiesiné operatoriné lygtis:

A

Af=f

Cia f — inomas, f — ieSkomas tiesinés erdvés (F; +|C) elementai, f, }’ eF,o0A: F> F
— ¥inomas Veilio algebros [1] (W(F, F); +, e | C) formalus operatorius, A € W(F,F).
Neretai dél vieny ar kity prieZasCiy yra patogiau spresti operatoring lygti:

BAf =BJ,

kai B: F — F — pagalbinis formalus tiesinis operatorius, B € W(F, F). Tarkime, kad
operatoriaus A skaidinys A & Ao — A, nusako operatoriaus BA struktiirinj skaidini
BA = BA; —BA,, ty.

BA((F) 2 BA(F),

+00
K 2 Y ((BA) ' BAY) € W(F, F).
r=0

Priminsime, kad simboliu C~!, C € W(F, F), #ymime formalaus tiesinio operatoriaus
C: F — F pseudoatvirkstinj operatoriy [1] tenkinantj salygas:

¢lce'=¢1, célc=C, C: C'F)o CF): C
I§ [1] turime, kad
K;'=1-(BAo) '(BA), (BA)" =K;(BAo)

KerBA = K, (KerBAg) = Ker AT+A~!(KerB N A(F)).

Vadinasi,
Ker A C KerBA,

t.y. Zinant branduolj KerBA, galima i§ jo ,,iSskirti“ ir Ker A.
2°. Sudarysime keleta specialiy tiesinés erdvés (F; +|C) poerdviy.
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Tegul A(F) N (KerB % i’o. Tada galima sudaryti aibg F 1 (be to, ne vieninteliu bidu),
tenkinancia salygas:
FoNF, = {0}, Fo+F =A(F),

ty. kiekviena f € A(F) galima vienareik§miskai (kai yra sudaryta aibé F,), iSskaidyti
sekanciu budu:

}=}0+1}1, }oei’o, flei“l- (1)
Paryméje A~!(Fo) & Fo, A='(Fy) € F, turime:

Fi=(BA)"'(BAF)), FotFi=A"'(A(P)=A"'(F)<
Fo = A(KerBA), Fo = (KerBA) N (KerA)*.

% (KerA)*t,

Sutarsime poerdvius (F;; +|C) ir (i’l; +|C) vadinti operatoriaus A esminiais (3iuo
atveju atZvilgiu operatoriaus B) atitinkamai pirmavaizdZiy bei atvaizdZiy poerdviais, o
(Fo; +|C) ir (Fo; +|C) - pagalbiniais pirmavaizdZiy bei atvaizdZiy poerdviais.

_ Pastebesime, jeigu pvz., KerB = {0}, tai ir Fo = Fo = {0}, o F; = (KerA)<,
= A(F) t.y. KerBA = Ker A. Tadiau bendru atveju

KerA + Fy = Ker BA.

Aibé BA(F) = BA(F)) = B(ﬁ'l) F ir, be to, poerdvis (F; +|C) yra operatoriaus BA
atvaizdZiy poerdvis, o (F; +|C) - pirmavaizdZiy.

| 3°. Tegul duoti Kosi salygu Q tiesiné erdve ( Q +|C) ir operatoriai T bei R, tenkinantys
Salygas:

TF)=0, T:KerBA o Q:R,

ty. TR=1 tiesinéje erdvéje (Q; +|C) ir, be to, Ker T = F,. Tada operatoriaus BA Koi
uZdavinys [1]:

BAf=f, feF, feF,
turés vienintelj sprendinj.
f = (BA)~' —RIBA)")F +Rg *

Jeigu sutarsime imti Q = KerBAo, tada R = K, ir T(BA)™!f = 0, ty. i§ (2)
Pereinamybes i§plaukia iSrai¥ka

f =K ((BA)'F +3).

SudargQ = T(KerA), ty. QC Q ir apibréze T: Tgo = Tgo, go € KerA, Tg) = def 0,
81 € Fy+ F), ty. KerT = (KerA)*, galime sudaryti du Ko§i u¥davinius: '

Béﬁ:th fieF ¥ KerA, fieFy,; Afo=fo. fo€Fo, foelky;
Th=4, geg, Tfo=0;
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kuriy vieninteliai sprendiniai i§rei§kiami pereinamybémis
A=Ki(BA)'BF)+4): fo=AT'F. 3)

Siuo atveju operatoriaus A~ i¥rai¥kos per Zinomus operatorius neturime, todél pagalbiniame
poerdvyje (Fo, +|C) yra txkshnga ji pakeisti kitu operatoriumi Ko, tenkinanCiu salyga

Ko fo = A'fo, kai fo € Fo. Zemiau patelktame pavyzdyje parodysime, kaip tai yra
daroma. I3 anksiau pateikty KoSi uZdaviniy ir ju sprendiniy idraiSky i$plaukia sekanti
teorema.

TEOREMA. Egzistuoja vienintelis Kosi uZdavinio

Af=}’ f €F, }GA(F),

4
Tf=g 4e0 @

sprendinys f nusakomas pareinamybe
f=h+fo

kai fi ir fo nusakomi (3) iSraiSkomis, o fiir ]Afo — elemento f (1) skaidiniu.

Tokiu biidu (4) Ko3i uZdavinj i§skaidome i du Kosi uZdavinius, kas palengvina duoto

Ko#i uZdavinio sprendima.
4°. Pavyzdys. Tegul duota diferencialiné lygtis:

YUy — XUy = f. &)
ApibréZe t1csm1us operatorius D,, Dy, L,, Ly, X, X, Y, Y pereinamybémis D,x™ o
mx- l’ Dyy n—l xxm def m+l Yy def n+l, Lxx d_ m+1/(m+ ]) Lyy ::f

d d
y*/(n+1), X1 dif Yi! L0, Xxm+! éf x™, Yyt o y", kai n, m € Z, diferencialing

lygti galime uZradyti taip: _
(YD, — XD,)u = f.

Jos sprendinius u ieSkosime formaliyjy eiluCiy tiesingje erdvéje (Fyy; +|C), kai
FA =f[ Zc“x"y"ckleC] t.y.ueny.
k=0

Pasinaudoj¢ paiymcjlmals Ao = YDX, A X XD,, A def Ag—A, ir pasirink¢ B def Y,

bei atlike iprastus operatorinius pertvarkymus, gauname:

BA =D, - XYD,, BAo=D,, BA, =XYD,;
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+00 —
K =) (LX*QD,), (BA)™ =KL
k=0

BA(Fy,) =F,,, (KerBA)™!' = (BA)~!(F,,) = X(Fy,),

+00
KerBAo = { ) cry¥lck € c].
k=0

Be to, teisinga pareinamybé:
AK, = YD, + (YY — DXD,K,.

IS gauty pareinamybiy i¥plaukia, kad operatoriaus A pagrindiné pirmavaizdZiy erdvé yra
(X(Fyy); +|C), o pagalbiné - (KI{ZI‘::S ca+1Y* Y cus1 € C); +IC), nes KerA =
Ki{33% cacy*|cu € C). Tada pagrindiné atvaizdZiy tiesiné erdvé (AX(Fyy)); +|C)
tenkina sary$j A(X(Fyy)) C Y(Fyy) @iz(F,y), o pagalbiné (A(Fo); +|C) — sary$i: A(Fo) =
(3438 cx®+ ey € C), nes

+00
AK;y?*! = (YD, - XD,) ( Z(in)"(xny)> yAHl =
k=0

= = 20+ 1 n
= (YD, - xny)(yz'+1 GV S Myxu) _ ©

2 @nn
__ @D g
- @ ’

kai I € Zp. Cia 01 € 1. Taigi, A : X(Fyy) & AX(Fyy)) : KiL,Y, 0 operatoriy
Ko,.tenkjnanti salyga A : Fo & A(Fp) : Ko, sudarysime, pasinaudoj¢ pareinamybémis
(6) ir KoA = 1 pagalbinéje atvaizdZiy tiesinéje erdvéje (Fo; +|C), ty. Ko(AK,;y#+!) =

_ @+ lest
Ko %2, arba Kox2+! = — 20K y2H
def

Tegul Q ‘= {3°F%0 cuy*|cyx € C} ir tiesiniai operatoriai T ir R tenkina salygas:
T(ny) =QbeiT:KerA o Q:R=Kj, ty:

+00

T( > cklx"yl> =) coy” @)
kleZy r=0

Tada Kogi uZdavinys

(8)

Au=f, ucF,, feAWFy);
Tu=q, qeQ,
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turés vienintelj sprendini:

+00 _ R +00 . +00 T )
u=y_ (LX)*¥D,)") (L;Xfl + ) eyt - Zcz,-ﬂ(—z%y’f“), )
< T

k=0 Jj=0

kai g = Z,_o cjy¥, 0 f= h+Jo hieF, foeFoir beto, fo= Z,_o c2j1yH T
Siuo atveju, pasinaudoje (7) sary§iu, vaizdavima operatoriumi T galime i8reiksti sekanéiai:

u(Ov )’) + M(O, _y)

Tu(x, y) =
u(x, y) >
Naudinga pastebéti, kad F = AK|L,Y 1. Tada f; = AK|L, Y, kai f € A(Fyy), ir
fo=Ff-H.
ApibréZg tiesinius poerdvius (G,; +|C), kur
G, %f Z cuxty! IC” € C], r € Zy,
kleZy, k+l=r

gauname, kad A : Gy, = Gy, bet A : Gyrip © Goryg A-!ir, be to, G, = (i"l N
G,) ¥+ {cx"|c € C}.
5°. PavyzdZiui, spresdami diferencialinés lygties A = yu, — xu, Kosi uzdavinj,

) Ju(x,
yau(x y) _ ux,y) = xy? 42
ox ay (10)
u(Ovy)+u(0a_y)_ 2.
2 =y

gauname: fi = AK|L,Y(xy? + x%) = xy? — 1/2%%, fo = 3/2x3, ir, pasinaudoje (9)
idrai¥ka, surandame sprendinj u = u(x, y):

u=@x2+y?) -y +yY.

Baigus spresti (10) Ko3i uZdavini, gautg atsakyma tikslinga patikrinti, ar jis tenkina (10)
lyg&iy sistemos pirmaja lygti, nes priedingu atveju formali eiluté, esanti minétos lygties
deginéje puséje, nebiity tiesinio poerdvio (A(Fyy); +|C) elementu. Pastebésime, kad
Kosi uzdavinio (8) sprendinio u = u(x, y) skaiCiavimo algoritma (9) galima efektyVIal
realizuoti kompiuteriu. Be to, parenkant kitokius pagalbinius operatorius B, galima gauti
ir kitas ieSkomo sprendinio # = u(x, y) operatorines iSraiSkas. Siame darbe pateiktu
metodu galima sukonstruoti KoSi uZdavinj ir jo sprendini, jvairias parametrines i§raiskas,
pavyzdziui, Sioms diferencialinéms lygtims:

"u(x, a"
! X2 9) _ iyr L4 )

Py ay" = f(x, ),

kai a € C, o k,1,m, j,r.n € N, imant pagalbiniais operatoriais operatorius X/, Y’ ir t.t.
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An algorithm presented in the paper is oriented for computer realization.



