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Apibendrinty Kavaguéio erdviy geometrija

E. Mazétis (VPU)

Ivadas

Kaip Zinoma, Euklido erdvéje kreivés lanko ilgio diferencialas isrei¥kiamas
homogeniniu antrojo laipsnio polinomu, kurio argumentai yra tasko koordinatiy
diferencialai. P. Finslerio apibendrinimo esmé yra ta, kad jis minéta polinoma pakeité bet
kokia homogenine tasko koordinagiy funkcija. A. Kavaguti nagringjo atvejus, kai i
funkeija priklauso ir nuo aukstesniy eiliy diferencialy. Tokiy erdviy geometrija yra gana
detaliai i¥nagrinéta (¥r. apZvalginius straipsnius [1] ir [3]). H. Rundas darbe [2] pasiiilé
apibréZzti Finslerio erdvés metrikg nebitinai homogeninés metrinés funkcijos pagalba,
iSdéste tokiy apibendrinty metriky teorijos pagrindus. Siame darbe apibréziama
analogiskai apibendrinta metrika antrosios eilés Kavagutio erdvéje, konstruojama minétos
erdvés vidiniy afininiy siegiy teorija, apibréZiamos vidinés tenzorinés struktiros ir tiriami
Ju pilnojo integruojamumo kriterijai. Kadangi Kavagutio erdvé yra atskiras normalizuoty
antrosios eilés liestiniy sluoksniuoiy T°V,, atvejis, tai $iame darbe remiamasi erdviy 7%V,
geometrijos pagrindiniais faktais, iSdéstytais autoriaus darbuose [4] ir [5].

1. Apibendrinta Kavaguéio erdvé

Tegul K, . n-maté diferencijuojama daugdara, T°V, — jos antrosios eilés liestine
sluoksniuoté. K,-vadinsime apibendrinta Kavagutio erdve, jei jos bet  kokios

Parametrizuotos kreivés x' =X, i = 1,2,...,n, lanko ilgis skai¢iuojamas metrinés
funkcijos F : T°V, — R pagalba tokiu bidu

'I
s= [F(dydyar M
‘2
Sin v ' 1 d*' . N
ay = ; , 2= 5 7 , 0 funkcija F tenkina $ias salygas:

1. F yra diferencijuojama pagal visus 3n argumentus bent iki 3estos eilés.
2. F yra teigiama, t.y. F(',y', ) > 0,jeiy #0, 7 #0.
FF*
&'’

lietiamajam vektoriui E=E ...

3. Kvadratiné forma E'E’ yra teigiamai apibréta bet kokiam erdves K,
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4

&'’

I3 pateiktojo apibréZimo galima daryti i¥vada, kad Kavagutio erdveés K, geometrija gali
biiti nagrinéjama kaip geometrija antrosios eilés lie¢iamuyjy sluoksniuogiy, normalizuoty
metrinés funkcijos F pagalba.

4. Funkcijos F* hesianas det| yra erdvéje K, nelygus nuliui.

o . d L 0
Pafyméje 4 =—, 4 =—,d =—7,galime apibréZti simetrini tenzori
J 1 &I 1 @,l 1 &l g p 1 u
gij=zz9,.o"jF4=F20',.‘c9jF+3F0';FﬁjF. )

Squga (4) rei¥kia, kad $io tenzoriaus determinantas det“ gu“ yra nenulinis, todél egzis-

tuoja atvirkstinis tenzorius g* toks, kad g; g = 8",~. Tenzorius g; yra vadinamas
apibendrintos Kavagutio erdvés K, metriniu tenzoriumi. Tokiu biidu erdvéje K,
apibréZiama metrika ir §i erdvé tampa metrine erdve.

2. Erdvés K, afininés sietys
Tegul H'} yratenzoriaus
H' - 8"y &, 8nq (3)
atvirk§tinis tenzorius, tai dvejetas (l"ij, Mij)
Fi/‘ = H*ipgkp)’h 0", 8khs
i ka, i l kari _l_rl'l-\k
Mj=24g'T;+ 2)’ k j+2 KL

apibréZia erdveés K, diferencialinés geometrinés tiesinés sieties objekta. Jei o' ,0 ,‘I’i -
antrosios eilés liestinés sluoksniuotés invariantinés 1-formos (Zr. [4]), tai 3io objekto
komponentes tenkina tokias diferencialines lygtis

dr' -Tjw! +T}o, -0, = 4T 0" +4T;0" + 4T;¥", ®)
dM' - Mio* + Mjw, -T}0, -¥] = 4,M 0" +5,M 0" +0, M¥".

Kaip jrodyta darbe [4], tiesinés sieties (F; M ;) komponengiy diferencialiniai tesiniai

visada indukuoja Kavagucio erdves K, dviejy afininiy sie¢iy objektus



E. Mazétis 161

T =T -Ti4T/, ©)
w ek ..
I*=dM;-T;dry.

Sios afininés sietys yra klasikinés Bervaldo afininés sieties Finslerio erdvése analogai, ju
komponentés tenkina tokias diferencialines lygtis

k k k k k k 'k "
dT} -Tw! -T}w? +T7 0! -of =T e’ +5TF07 + 5T ¥ ()

kck

Metrinio tipo afining sietj (l'I,.j G »

k o e .
D,.j ) apibrésime tokiy 1-formy pagalba

o = o) +II0" +C, (@ +T, ")+ D) (¥Y* +T;0” + Mi¥?), (8

J

reikalaudami, kad metrinio tenzoriaus g,; kovariantiné iSvestiné Sios sieties atzvilgiu buty
lygi nuliui, o sieties koeficientai biity simetriski.
PaZymeje
k 5 k k g
0?1‘ =g -TI7g - (M, _rprip)é;c ’
T . kA
g =4-TIiq,

gaumame tokias §ios sieties komponendiy iSraiSkas

. 1 .
I, =-fg'p(é;crgfp +3) 81y = &)
i 1 ip 'T ‘T T ¢
Cie =58 (G 8ip 0 8= G "81)s )

o1
Djk=53pﬁjgkp°

DydZiai l'Iijk sudaro afininies sieties objekta, o C;.,‘ ir D;.,‘ yra tenzoriai. Sukonstruota

afining sietis (T ;k , Cj.,, ) Dj.,‘ ) yra Kartano afininés sieties Finslerio erdvéje analogas.
3. Tenzoriniy lauky liftai

JeiAB,C,...=12,...3n, ¥ =y, x™ =7, tai Kavagutio erdvés K, tenzorinis
laukas T4 (x4) lokaliose bazése (dx* ,0,) usirado taip
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T=T§ 0, ®dx® =T}5,®dx’ +T}, 0, ®dy’ +T},,;0, ®dz’
+T0, @dx! + T, ®dy’ + T .0, ® dz’ (10)
+T?™5, @dx! + T2 6; ®dy’ +TE6; ®de.
Tokiu bdu tenzoriui T, atitinka matrica
7?7:+j1¥n+j
T=|z| =7 T T an

7}2n+i T2n+i T2rl+i

n+j “2n+j
Normalizuotose bazése
(&5,87,8'}ir {dx',Dy' =dy' +Tdx*,Dz' =dz' + T;dy* + M, dx"}
Sis tenzorius turi tokia iSrai¥ka
T=t405 @ DxP =1'6] @dx/ +1}, ;6] ® Dy’ +1},,,;6] ® Dz’
+1oF @dx + 11356 ®Dy +1571;0" ® D2l +43" @’ (12)
+12m4 5] ® Dy’ + 137156, ® Dz’ .

kurioje koeficientai prie baziniy operatoriy tj.,t,';+ i ,,tzz,',':; yra tenzoriai. (10) ir (12)

lygybése sulyging koeficientus prie tiesi¥kai nepriklausomy baziniy operatoriy, gaumame

lygybes, iSreiskiancias abipus vienareik$miska atitinkamybe, kuri bet kuriems devyniems
tenzoriams 1,1, ; EATN A o N7 ,tf"” ,t:f;i ,t.f,',':; priskiria tenzoriy T, . Si
atitinkamybé vadinama minéto devyniy tenzoriy rinkinio (I", M) liftu.

Pastebékime, kad analogiskas lifty konstravimo biidas gali bati pritaikytas ir bet kokio
valentingumo tenzoriams. Pvz., darbe [4] tokie liftai buvo sukonstruoti Kavagugio erdves

K, metriniams tenzoriams g ir g".
4. Vidinés tenzorinés struktiiros
Sakoma, kad apibendrintoje Kavagutio erdvéje K, apibréXta tenzoriné struktura, jei
duotas tenzorinis laukas TBA , tenkinantis salygas
TATE =268, 1e{-10]) (13)

Jei A = — 1, tai tokia struktiira yra vadinama beveik kompleksine, jei A = 0 — beveik
dualiaja struktira, o kai A = 1 — beveik dviguba struktiira.
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TEOREMA 1. Apibendrintoje Kavagucio erdvéje K, egzistuoja vidinés beveik dviguby
ir beveik dualiyjy tenzoriniy struktiry Seimos, kuriy struktiiriniai tenzoriai issireiskia per
erdves K, metrinio tenzoriaus komponentes.

Jeir = ||1";l, 1;4 = || M ; - 1“;1";‘ ", E - vienetiné matrica, tai matrica,
E -2r r’
Jy=(0 -E 2r
0O o0 E

apibrézia beveik dvigubos tenzorinés struktiiros tenzoriy, tuo tarpu beveik dualios
struktiiros struktirinis tenzorius yra toks

*

r -r? MT
J,=|E -T 2M|.
0 0 0

TEOREMA 2. Tenzoriy Jy ir J, pagalba apibréstos tenzorinés struktiros yra pilnai
integruojamos tada ir tik tada, kai afinioji sietis T jx yra simetriska, o tiesines sieties

; c s pi Al b g _ AT -
kreivumo tenzoriai R, =24,T, ir K, = é;,Fq yra lygus nuliui.

I8vada. Jei apibendrintoje Kavagucio erdvéje K, tenzorinés beveik dvigubos ir beveik
dualios struktiaros yra pilnai integruojamos, tai afiniosios sietys T, ir T sutampa.
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Zur Geometrie allgemeinen Kawaguchischen Riumen

E. Mazetis

In dieser Arbeit deffiniert man die allgemeine Metrik in Kawaguchischen Rdumen zweiter Ordnung und
konstruiert man Theorie seinen affinen Zusammenhingen. Beweisst, dass in dieser Riumen innere
Tensorstrukturen existiert, und Forderungen fiir ihre Integralitiit festgestelit.



