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Deuxieme lacune dans les ordres des mouvements des espaces L, .

A.P. Urbonas (VPU)

1. Introduction

Un des problemes principales de la théorie des mouvements des espaces est
détermination de la mobilité maximale et des lacunes dans les ordres des groupes des
mouvements. Par exemple, les espaces de Riemann de la mobilité maximale pass¢de un

n(n+1)
2

groupe maximale des transformations en lui méme a parametres (n-dimension de

I'espace). D’autre part il n’y a pas des espaces de Riemann possédants un groupe des
n(n2— D, o nm+D 1] ’

mouvements a r - parametres, ol r appartient aux segments [

[(n -1)(n-2)

2

lacune, le deuxieme - la deuxi®me lacune etc. Les espaces dont le groupe des mouvements
appartient au segment déposé avant la premiere lacune s’appelent les espaces de la
premiere lacune. Les espaces, possédant un groupe entre la premiere et la deuxiéme lacune
- les espaces de la deuxieme lacune. En cas des espaces de Riemann les espaces,

n(n-1) .l n(n—l)]’
2

+6, n(n2—1) - l] etc. Le premier de ses segments est appelé - la premiere

Possédants le groupe de I’intervalle [ sont les espaces de la

deuxime lacune.
~ Les mouvements des espaces de la connexion affine, des espaces de Riemann, de

Finsler sont étudié assez profondement. On a trouvé la premiere, la deuxieme, la troisieme
¢t méme la quatriéme lacunes. Soulignons que le probléme de la détermination des lacunes
des espaces n’est pas simple. Malgré que plusieurs savants cherchent les solutions de ces
Problemes tout de méme aujourd’hui la découverte de toutes les lacunes, par exemple, des
€Spaces de Riemann, attendent son heure! Les mémes questions, posées dans les espaces
dites généralisés ne sont pas étudiés sauf certains cas particuliers. Il faut dire que I’étude
des équations des mouvements nous mene aux systeémes infinis et examiner les présente
assez grandes difficultées.

Dans Particle [2] nous avons déterminé la premiere lacune dans les espaces L, a
Coﬂne:xion linéaire et nous avons caractérisé les espaces de la mobilité la plus grande.

Ici nous démontrons qu’il existe deuxieme lacune des espaces L, et déterminons les
bornes exactes de cette lacune.
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2. Espace L, . Mouvements dans L,

Soit L, un espace des éléments lineaires (xi, 1* ) & connexion linéaire I"; x,0 [1].

L’objet I“} (x,1) est homogene d’ordre un par rapport aux variables /¥ et se transforme
selon la loi

Tj(x0)=fig'T} (x.)- fighl®,

quand on change les coordonnées de base de la maniére suivante:

=i _ pig ky ok _ k=i
{x Fieh),ef = g4 @) o

Ik = fkps,

Ici et dans la suite nous notons:

fi = F'(xP) fi 2 f (xP)
k — &k ’ kl — &k&l geoe
i, P 2 i
i X i é X
8k = % S,‘ )’ 8u = _k—(_,)
Ox dx Ox

Nous désignons la dérivation par rapport a / k" par le point [1].
Le tenseur de la courvature est

R;’k = 2(5[]-1",:] + I'[’].{p|1",5).

Une transformation infinitésimale de base x = x' +v' (x)ét est un mouvement de L, 2

connexion linaire si et seulement si v'(x) sont les solutions des équations différentielles
aux dérivées partielles [1]:

LT} =0, @

ol L - symbole de la dérivée de Lie par rapport au vix).
v
Les conditions d’intégrabilité du syst¢me (2) sont [1]:
LQ",., =0,(Q) =4, -Ti)),
Lr et =0, 3
I;R % =0,
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et toutes les autres obtenues de celles-ci en dérivant jusqu’a la série ’ordre N par rapport

a x“et I*¥ de la maniére covariante sous le signe de la dérivée de Lie. Si le systtme (3)
contient p relations indépendantes et la série N+1 ne fait pas augmenter le nombre o

alors I’espace L, admet le groupe des mouvements G,, oi r = n’+n — p.

3. Deuxiéme lacune dans les ordres des groupes des mouvements de L,

Comme nous avons démontré [2], il n’y a pas des espaces L, ayant le groupe des
mouvements G,, ol n°< r < n’+n, n >4.

D’autre part nous avons montré qu’il existe les espaces L, qui possédent les groupes
des mouvements n’ et n’ + n des parametres.

Ici nous devons souligner qu’il existe aussi les espaces L, avec le groupe des
mouvements de n’ — 1 parametres. Voici tel exemple.

Exemple. L’espace L, a connexion linéaire T ]' = x'&}l "ale groupe des mouvements

den’— | parameétres.
Maintenant nous nous occupons de trouver les espaces L, ayant le groupe des
mouvements G, ol > n*—n+2, n 2 6. Alors le systéme (3) contient p < 2n-2 équations

indépendantes.
Retirons du systeéme (3) les équations

lv“rj'-k-t =0,
Ll"},k,,,x = O

Comme dans [2], nous choisissons le systtme des coordonnées tel que dans le point
(<, 1*), nous aurons

=5, @
Le symbole (a),;,...,a,) signifie une permutation de (/,2,...,n), c’est a dire a; #a; si
i,
Ecrivons les équations au dessus sous la forme explicite [1]:
Vs(Vsrij.k.1+2Qipsrpj.k.l+29psjrip.k.l +2Q°, I 20y o+ 2050 Q1P

+Vp (-8, TP 8 Tk L P T i T k15 1P ) = 0, )
Vs(Vsr‘ijAk.l.l+2gipsrpj.k.l.t+2stjrip.k.I.t+2stkrij.p‘l.t+2'stlrij.k.p.t
+29pstrij.k.l.p+2rij.k.I.t.rf]rsplp)"‘vps(‘sisrpj.k.I.t+8pjris.k.I.t+8pkrij..s.l.t

+8°T 4 5. +O%, .j.k.l.s"'rij.k‘l.t.slp) =0. (6)

Considérons les cas suivants.
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L aya, *05 2T o 20T o =O);
3. r:,za:, ay =0 (r::‘as'as = r;llz.aa.a_’ =0);

e, 20 (T ey =Tt a, =Tt =0
> :32'“4'04 *0 ( :32‘“3'03 - :nz'afs'ag = tzz'aya‘: ::aath =0);
6. T2, #0.

Remarquons que les relations F;:,k,,l k =I“j-,,,kl * =0 nous donnent I“;:.,,I,, =0et’ ;‘l-al =0.
Pour chaque cas nous indiquons le mineur d’ordre 27-2 non nul dans les équations (5)

et (6).
1. Le mineur d’ordre 3n-6 constitué des coefficients dans les équations

&) , @, , as pres des fonctions
a3 Qa3 Qs a3 a3 a; a; a; a3 a

a oy a .. _ . - .
Vay V. al’ 1% al .(i,j =1,2,...,n; kl=45,...n) est différent de zéro.

Pour les cas 2-5 nous indiquons les mineurs correspondants différents de zéro.
2. Le mineur d’ordre 3n-5:

a
2 , ( % ].( % ); v:3,va' va’ @(ij=23,.
o a; o o 3 0g) \@ a3 Q3

kl=45,...,n).
3. Le mineur d’ordre 4n-10:

a a a
a;, a3 Qa4 a, a;, a, a a3 a a, a; a, a, a3 a,
a, ay Qa, a, a3 Qaj

Q, a a ..
R SRR R IR R 3‘ (ij =2,3,....,n; k,1 =5,6,...,n).

vl a’ak’az,a’a’

4. Le mineur d’ordre 4n-10:

a a
2 , k , a, , a, y
asj al ay a, a; ag, a, a3 Qq; a; a3 a, a;

a; ;v v;’; va‘ "‘ v"’I (i,j =5.6,...,n; k1 =4,5,...,n).
a3 03 a2

a;’
a4

5. Le mineur d’ordre 4n—12:
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a; ) @, a;
y
ay a, a,)\a, e, a;j\ay a; a,f\a; a, a, a;
a, a,;
ay; a, a,f\ay; a, a, a,)
Qi ay ag a @y |« P
J 3 4 3 1 —_ . _
Vay Var 'V, ,va: Vs Va, (ij =4.5,...,n; k1 =5,6,...,n).

6. Prenons la transformation f::’ =t, gZ: = —t, les antres f,j = Jj,gf,- = 6;-,

a az = [PREN .
qui conserve (4) et I’a3 s =0.Donc, l"a e 0, d’ou on tire
T2 —_T* a 2ra; —
ra,-cu-a,, —Fa3a4~a4 2tra ‘ay-as +1 ra;-as-as =0.
I en résulte, que T2  =0.

ayayas
En rapprochant les résultats de six cas considérés on obtient I’énoncé

Ti=0 (iou; i, k, D). )

La transformation f 2 =t,g% @ =" les autres f! j 55— ,gj~ =5j- appliquée aux éqalités

* @ = a, =
ayapay = =0, l"m3 s 0 et l"a3 s 0, nous donne

a, = Fag
aya,as aya,as’

ra3 = l-.a2 a, et asy = a l—-az ay .
azaya, Qyay-a, a,yayay a3y a3y Ay Qyay (22325124 ay-aya

Les relations que nous venons de trouver et (7) nous permettent de présenter le tenseur

F;'-k-l (i=a;) sousla forme

Tjxi=0jAy +6iB, +5/B, (i=a))
Maitenant définissons les grandeurs
Ciu=Tj,-67Ay -8B, -8B
€t tenant compte 1’égalité (4) nous aurons la structure de tenseur I’;.k., suivante
T}k =0jAy +6B, + 5B +IC, ®)
ol Ay, B ,Cyi sont les tenseur et

A=A, (&)



184 Deuxieme lacune dans les ordres des mouvements des espaces Ln .

Cijx= Ci (10)
Rappelons que l"},k sont les fonctions homogenes d’ordre zéro par rapport 2 et pour cela

nous avons
il
I‘}.k.,l =0.
En substituant dans cette égalité I’expression (8) nous obtiendrons
SiAyl' +6;B 1" +1' By + Cul')=0.

De cette derniere relation nous déduisons:

Aull= O, (11)
B;yl'= 0, (12)
Bi+Ciul' =0. (13)

Dérivons I’égalité (8) par rapport 2 F et alternons par les indices / et p:
8 (Aup = Ap) + (Bt = Bjp) +6{ By, = Cip)
+6,(Cjis = Bjet) +1'(C g = Cigt) =0.

Donc, nous avons

Aup = Ak,
Bjip = Bjp,,
Cixi = Bji.. (14)
Substituant (14) dans (8) nous aurons
i1 =64Ay +5iB, +5/B; +IBu, (15)

Des équations Ll"j:,k,, =0, en tenant compte (15) et les propriétés de la dérivée de Lie,
v

nous retirons

ijk'l =0. (18)

Démontrons que le tenseur By est symetrique. Posons S;=Bj-B;; et considérons les
équations LS  =0,LS 3, =0 obtenues des (17) et (18).
v v
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Supposons que la condition (4) est posée, alors deux cas sont possibles:
1) Spa, 20 2)Sgua, #0(Sgqe, =0).

Dans premier cas nous indiquons un mineur d’ordre 2n-2 différent de zéro. C'est le
mineur composé des coefficients dans les équations (ct;0u), (QL0t), (0L0L20,) preés des

fonctions ijz ,v:: "’2 (j=223,....n; k1=34,...n).

Dans deuxi¢éme cas nous prenons le mineur d’ordre 3n-8 des coefficients dans les

équations (a,01), (a30y), (0120t3), (CLa0t301) pres des fonctions vf:” , vZ’: , v:: , v::
(kl=45,...n).
Donc, dans notre cas r>n2-n+2, nous devons conclure que Sj = 0 et
Bji= By (19)

Nous continuons examiner des équations (17) et (18). Maintenant nous considérons deux
cas possibles :

) B, #0
2 Buy #0  (Byg =0
Remarquons que les composantes B,y =By, =0.

Cela découle de (12) et (19).
Dans le premier cas prenons le mineur d’ordre 2n-2 non nul formé par les coefficients

dans les équations (a.04), (0t0t01) pres des fonctions vf;’ v;‘: (ki=23,..,n).
Dans le deuxigme cas le mineur d’ordre 2n—2 non nul est formé par les coefficients
dans les équations (aai3), (00301 pres des fonctions vflz , v;' (k1 =2.3,...n).

Alors, pour le méme raison (r > n*>— n + 2) nons avons

B ik = 0. (20)
Si nous raisonnons comme auparavant, nous pouvons prouver que
Ajk =0. (2 1 )

Mettons les relations (20) et (21) au (15) et nous avons

I‘}.,,., =0. @2
L’intégration de (22) nous conduit a

[y = Ay (o). @

Mettons cette expression a I’identité I'j-.klk = F} et nous obtiendrons

Ti= A (k. 24)
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Par conséquent, nous pouvons énoncer le théoréme qui suit.
THEOREME.  Si l’espace L, a connexion linéaire posséde un groupe des movements

G, our>n~n+2, n26, alors l’objet 1";: est de la structure (24).

Si (24) aura lieu, les conditions d’intégrabilité (3) des équations (2) coincident avec les
conditions d’intégrabilité des équations LA' i (x) =0.

Comme on sait [3] ces équations ne peuvent pas définir le groupe G,, ol

n’—n+l< r < n*- 1. Le théoréme ci-dessus et le résultat vient de mentionner nous
permettent déclarer le théoréme.

THEOREME. Il n’existe pas les espaces L, a connexion linéaire l";: (x,l) ayant le groupe
des mouvements G, possédant r de paramétres on re[n’~n + 3, n*— 2,n> 6.

Finalement, pour vérifier que le maximum r=n’-n+2 est atteint, nous considérons un
exemple.
: . UL
Exemple. L’espace L, a connexion linéaire T 1= -IT, I, =-1', les autres
composantes 1"5- =0 posséde un groupe des mouvements a n* —n + 2 parametres.
Donc, la deuxiéme lacune des espaces L, est completement définie.
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Antroji lakuna erdviy L, judesiy eilése.
A.P. Urbonas
Nagrinéjami tiesiniy elementy erdviy L, su tiesine s:eﬂml judesiai. [rodyta, kad néra erdviy L,, kuriu

judesiy grupé turéty r parametry, kur re[n’— n + 3, n* - 2], n > 6. Darbe pateikiami du erdviy pavyzdZiai,
kurie jrodo 3ios lakunos réZiy tiksluma.



