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Kompiuterinés algebros panaudojimas mokymo procese

A. Domarkas, G. Misevicius, V. Pakalnyté,
A. Pinceviius, R. J. Rakauskas (LKA)

LKA kaupiasi tam tikra patirtis panaudojant kompiutering sistema MAPLE apmokant
karitinus auk§tosios matematikos elementy bei déstant matematinius metodus vadyboje. Si
mokymo kryptis labai perspektyvi, nes leis sujungti s vieninga mokymo sistema klasikinius
matematinius mokslus bei informatikos déstyma. Siuolaikiné kompiuteriné algebra leidzia
spresti tipinius uZdavinius i§ visy matematikos kursy, déstomy auk3tosiose mokyklose.
Toliau mes panagrinésime atskirai svarbiausias temas, kuriose kompiuterinés algebros
panaudojimas yra labai efektyvus.

Tiesinés algebros uZdaviniai. Praktiniy uZsiémimy metu ne kompiuteriy klaséje yra
nagrinéjami tik antrosios ir treciosios eilés matricos, determinantai, lygéiy sistemos, vek-
toriai ir kiti tiesinés algebros objektai. Darbui su bet kurios eilés objektais sékmingai
pritaikoma simbolinio skai¢iavimo sistema MAPLE. Svarbiausia yra i¥mokti svesti §iuos
objektus s kompiuterio atmints ir ssisavinti MAPLE komandas, atlickan&ias su jais rei-
kalingus veiksmus. Tiesinés algebros uZdaviniy sprendimas ant popieriaus uZima daug
laiko, 0 kompiuteris tai atlicka momentaliai. Kompiuteriu galima patikrinti eil¢ algebros
teoremy ir teiginiu, kuriy srodymas nepateikiamas paskaitose. Tai padeda intensyvinti ir
i3plésti tiesinés algebros kursa. Todél naudojant kompiuterius nedideliame algebros kurse
galima nagrinéti tokias temas, kaip matricy tikrinés reik§més ir tikriniai vektoriai, tiesiniy
transformacijy diagonalizavimas, kvadratinés formos ir kt.

Funkcijy grafiky tyrimas ir bréZimas. Tiriant funkcijos y = f(x) grafikq pradZioje
yra naudinga nubréZti grafikg pasinaudojant komanda

> plot(f(x), x=a..b, y=c..d);

Toliau yra patikslinami réZiai a, b, c, d, kad ekrane matytume charakteringiausias grafiko
dalis. Kituose etapuose, randamos grafiko asimptotés, ekstremumo ir susikirtimo su
koordinadiy a%imis taskai. Pastaryjy ta¥ky ieSkojimui panaudojamos komandos solve
ir fsolve. Taip pat randame didéjimo, ma¥éjimo ir i¥kilumo intervalus. Grafiky tyrime
kompiuterio panaudojimas yra labai efektingas. Neireikstiniy funkciju, kuriy lygtis yra
F(x,y) = 0, grafiky bréZimui yra naudojama komanda implicitplot i¥ grafinio
paketo plots:

> plots[implicitplot] (F(x,y)=0, x=a..b, y=c..d);

Dviejy kintamyjy funkcijos z = f(x, y) grafiko bréZimui yra naudojama komanda

> plot3d(f(x,y), x=a..b, y=c..d);
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Yra galimybé grafika pasukti, keisti grafiko stiliy ir koordinadiy a%iy padéts, nubréezti
pjiviu plokStumomis grafikus. Galima nubréZti lygio linijas. Nesunkiai randami ekstre-
mumo taSkai. Galima nubréZti kreives plok§tumoje ir trimatéje erdvéje, idreiStas paramet-
rinémis lygtimis. Yra galimybé bréZti grafikus kitose koordinadiy sistemose.

Apytikslis skaiciavimas. Su komanda evalf norimu tikslumu galima apytiksliai
apskaiCiuoti reiskins, funkcijos reik§me, apibréZtins integrala arba eilutés suma. Nebereikia
naudotis funkcijy reik§miy matematinémis lentelémis. Su komanda fsolve apytiksliai
galima i8spresti lygtis ir lygCiy sistemas. Yra naudinga pradZioje grafi¥kai svertinti spren-
diniy padéts.

1 pavyzdys. ISspresti lygciy sistema :
> sist:={sin(x+y)-1.6*x=0, x"2+y~2-1=0};

sist := {sin(x +y) — 1.6x =0, x2 + y* — 1 = 0}

Plokstumos taSkus (x,y), kurie tenkina lyg¢iy sistema, galima pavaizduoti plokstumoje.
> plots[implicitplot] (sist, x=-1..1, y=-1..1);
Matome, kad turi biiti du sprendiniai: I ketvirtyje ir III ketvirtyje. Toliau sprendziame
apytiksliai, nurodydami ketvir¢ius:
> soll:=fsolve({sin(x+y)-1.6*x=0, x"2+y~2-1=0}, {x,y}, x=-1..0,
y=-1..0);

soll := {x = —.6163066467, y = —.7875062649}

> sol2:=fsolve({sin(x+y)-1.6*x=0, x"2+y"2-1=0}, {x,y}, x=0..1,
y=0..1);

sol2 := {x = .6163066467, y = .7875062649}
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Apytikslio sprendimo algoritmy nebiitina programuoti, nes jie yra sdiegti vidinéje
MAPLE programoje. Tatiau yra galimybé kurti savo algoritmus ir juos programuoti.

Funkcijy riby radimas, sudétiniy funkcijy i$vestiniy apskaiciavimas, tikslus integraly
apskai¢iavimas, diferencialiniy lyg¢iy sprendimas. Mes manome, kad mokymo procese
Siose srityse MAPLE panaudojimas yra ne toks efektyvus. Tai yra susij¢ su tuo, kad
kompiuteriné algebra nepateikia uZdaviniy sprendimu, o pateikia tik atsakymus. Taiau yra
galimybe uZprogramuoti su MAPLE visus sprendimo etapus. Bet tai reikalauja gilesnio
MAPLE sistemos paZinimo ir tam tikry programavimo sgiidZiy. Matematikos taikymo
prasme MAPLE panaudojimas $iose srityse yra naudingas, nes dauguma $iy uZdaviniy
MAPLE gali i§spresti. Galima grafiSkai pavaizduoti diferencialiniy lyg&iy kryp&iy laukus,
integralines kreives. Diferencialines lygtis galima spresti apytiksliai arba panaudojant
laipsnines eilutes.

2 pavyzdys. Nubrésime diferencialinés lygties y' = y? — x2 + 1 krypé&iy lauka ir
sprendiniy su pradinémis salygomis y(2) =0, y(2) = 2, y(2) = 3 grafikus:
> with(DEtools) :
> DEplot ({diff (y(x),x)=y(x)"2-x"2+1}, {y(x)}, x=0..5,
[ly(2)=01, [y(2)=2], [y(2)=3]], y=-2..5, stepsize=.1l);
Galima sprendiniy ieskoti laipsniniy eilu¢iy pavidalu:
> dsolve ({diff (y(x),x)=y(x)"2-x"2+1, y(2)=0}, y(x), series);

y(x) = -3 (x—-2)—2(x—2)2+§(x—2)3+3 (x——2)4—-15—2(x—2)5+0((x—2)6)

Sis sprendinys yra pakankamai tikslus tik tafko x = 2 aplinkoje.

y(x)
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Funkcijy skleidimas Furjé ir Teiloro eilutémis. MAPLE sistemoje néra komandos,
kuri skleidZia funkcija Furjé eilute. Bet ja nesunku sudaryti patiems. Mes apibréZiame
Furjé koeficienty ir dalinés sumos apskai€iavimo funkcijas:

> a:=n->1/1*Int (f(x)*cos(n*x*Pi/1),x=-1..1):

> b:=n->1/1*Int (f(x)*sin(n*x*Pi/1),x=-1..1):

> S:=n->value(a(0)/2+sum(a(m)*cos (m*Pi*x/1)+

b(m)*sin(m*Pi*x/1),m=1..n)):

3 pavyzdys.. Intervale (—m, ) i§skleisime Furjé eilute funkija f(x) = 7w + x.

> f:=x->Pi+x: 1l:=Pi:

Gauname skleidins iki n = 5:

> S(5);

2 2
T + 2sin(x) — sin(2x) + 3 sin(3x) — % sin(4 x) + 3 sin(5 x)

> plot([f(x), S(1), S(5)], x=-1..1);
Funkcijy skleidimui Teiloro eilute gali biiti panaudotos komandos series, taylor
ir mtaylor.

4 pavyzdys.
> series(exp(x)/x, x=0, 8 );
1 1 1 1 1 1
-1 2 3 4 5 6 7
14 = - — — — — 0
XAl ox b ext o + 155* + 5555 + 500" T (=7
Sioje komandoje yra tasko x = 0 aplinkoje i¥skleista funkcija exp(x)/x, imant 8 skleidinio

narius.
Komanda mtaylor yra skirta keleto kintamyjy funkcijos skleidimui.
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5 pavyzdys.
> readlib (mtaylor):
> mtaylor (sin(x"2+y~2), [x,v]);

x2+y2
> mtaylor (sin(x"2+y°2), [x,y], 8);

x24+y2—1/6x5 —1/2y%x* —1/2y*x2 = 1/6y5

Galima su animacija pavaizduoti, kaip skleidinio daliné suma artéja prie skleidZiamos
funkcijos.

Tikimybiy teorija ir matematiné statistika. Sioje srityje MAPLE paketas taip pat
efektyviai panaudojamas. MAPLE "Zino" pagrindines pasiskirstymo funkcijas. Nebereikia
naudotis statistinémis lentelémis. Kompiuteris gali apskaiCiuoti lenteliy reik§mes su pasi-

rinktu tikslumu ir su bet bet kuriais parametrais. Galima gauti didesns sprendiniy tiksluma.

6 pavyzdys. Greita3audZiu kulkosvaidZiu paleista 1000 Siiviy s prieo léktuva. Kiekvieno
Stvio pataikymo tikimybé 0,02. Raskite tikimybe, kad pataikyta nuo 15 iki 25 karty.

Pataikymy skaiCius yra pasiskirstes pagal Bernulio désns. Randame tikimybe:

> P=sum(binomial (1000,k)*0.02"k*0.98"(1000-k), k=15..25);

P = 7875386940

Be kompiuterio reikéty naudotis Laplaso integraline teorema ir i§ lentelés imti apytiksles
Laplaso fukcijos reik§mes. Aisku, kad rezultatas biity ne toks tikslus.

7 pavyzdys. Stjudento skirstinio lentelés reikSmés gaunamos, pasinaudojus procediira:
> stj:=proc(alpha::positive, n::posint)
fsolve (int ((1+x"2/n) " (- (n+l1)/2), x=-t..t)/
sqrt (n*Pi) *GAMMA ( (n+1)/2) /GAMMA (n/2)=1-alpha, t, 0..100);
end:
Galima gauti Stjudento skirstinio reik§mes su parametrais « ir n. PavyzdZiui, kai « = 0, 8,
n=1:
> stj(0.8,1);

.3249196962

Yra sudarytos procediiros kity pagrindiniy lenteliy reik§miy apskai¢iavimui. Statistikos
uZdaviniams spresti yra pritaikomas paketas stats. Naudojantis §iuo paketu yra atliekamas
statistiniy duomeny apdorojimas, jy grafinis vaizdavimas, iSkeliamos ir tikrinamos statistinés
hipotezés, sprendZiami koreliacijos uzdaviniai. Statistiniai metodai yra pritaikomi fizikos
laboratoriniy darby eksperimenty rezultaty apdorojimui.

Matematiniai metodai vadyboje. Tiesinio programavimo uZdaviniams spresti yra
naudojamas paketas simplex. Siame pakete esantiomis komandomis minimize ir
maximize galima iSspresti pakankamai bendrus uZdavinius. Dviejuy kintamyjy atveju
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su komanda plots[inequal] galima grafiSkai pavaizduoti tiesiniy nelygybiy sistemos
sprendiniy aibg. A tiesinio programavimo uZdavins yra suvedami daugelis ekonomikos,
transporto ir gamybos planavimo uZdaviniy. MAPLE paketas efektyviai pritaikomas
dinaminio, sveikaskaitinio ir netiesinio programavimo uZdaviniuse. Siuo atveju paruoity
programy néra. Todél tenka jas kurti patiems.

8 pavyzdys. Trijuose sandéliuose yra miltai atitinkamai po 90, 70 ir 50 tony. Reikia
sudaryti optimaly milty i§veZiojimo plana s keturias parduotuves atitinkamai po 80, 60,
40, 30 tony , jei perveZimy kainy matrica yra:

> A:=linalg[matrix]([[2,1,3,2], [2,3,3,1]1, [3,3,2,111);

21 3 2
A=1|2 3 3 1
3 3 21

Cia matricos elementas, esantis i-oje eilutéje ir j-ame stulpelyje, yra vieno svorio vieneto
perveZimo kaina i§ i-ojo sandélio i j-aja parduotuve.
Sprendimas. Avedame duomenis apie sandélius ir parduotuves:
> S:=[90,70,50]: m:=nops(S): R:=[80,60,40,30]: n:=nops(R):
Tegu x;, j tony reikia perveZti i§ i-ojo sandélio j j-aja parduotuve.
> apribojimai:={seq(sum(x[i,j], j=1..n)=S[i], i=1l..m),
seq(sum(x[i,j],i=1..m)=R[j], Jj=1l..n)};
apribojimai := {x;1 + x2.1 + x31 = 80, x12 + x22 + x32 = 60,x13 + x23 + x33 =
40, x14 + x24 +x34 = 30, x11 + X120+ X134+ x14 = 90, x21 + x22 + X23 + X24 =
70, x3.1 + x32 + x3.3 + x34 = 50} ApibréZiame tikslo funkcija:
> sum(sum(A[i,j)*x[i,]], j=1..n), i=1l..m); F:=":
2x1a+x12+3x13+2x14+2x21+3x22+3x23+x24+3x31+3x32+2x33+ X34
Minimizuojame tikslo funkcijg ir gauname atsakyma:
> ats:=simplex[minimize] ( F, apribojimai, NONNEGATIVE ) ;
ats .= {x23=0,x;,3=0,x32=0,x31 =0, x33 =40, x4 =20, x34=10, x1,4 =
0,x22 =0, x;.2 =60, x1,; =30, x2,; =50} PerveZimy kaina yra
> ‘F'[min]=subs(ats,F);

Fpin =330

Daugiau MAPLE taikymo pavyzdZiy bus galima rasti autoriy kolektyvo vadovélyje
" Auk3toji matematika"” (su papildomu diskeliu), kuris ruoSiamas TEV leidykloje.

Usage of computer algebra in teaching process
A. Domarkas, G. Misevicius, V. Pakalnyté, A. Pinceviius, R. J. Rakauskas (LKA)

This work was intended to motivate the necessity of intensive training of mathematics utilising the
computer algebra MAPLE in Lithuanian Military Academy. Such trend is promising because it gives the
possibility to combine the teaching of classical mathematics with theory of informatics. Modern computer
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algebra is able to solve the typical problems of higher mathematics teaching in universities and academies
or another high schools. We analyse the principals subjects. Where one can get the best efficiency in
utilising the computer algebra. Namely, it is the problems of linear algebra, analyse of graphs, numerical
calculation, integration, solution of differential equations, statistics for management, linear programming.
The authors share his experience of utilising of computer algebra to effect the education of cadets. One
can have a lot of examples of utilising of computer algebra in the manual of higher mathematics (with
supplementary disquiet) to be appeared.



